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ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÀ �-ÔÓÍÊÖÈÈ Â ÒÅÎ�ÈÈ '4:ÑÕÅÌÀ ÁÅÇ ÊÎÌÏËÅÊÑÍÛÕ ÏÀ�ÀÌÅÒ�ÎÂÈ. Ì. Ñóñëîâ *Èíñòèòóò �èçè÷åñêèõ ïðîáëåì èì. Ï. Ë. Êàïèöû �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê119334, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 3 ìàðòà 2010 ã.Ïîëó÷åííûå ðàíåå àíàëèòè÷åñêèå àñèìïòîòèêè ïðè g ! 1 äëÿ �óíêöèè �åëë-Ìàííà�Ëîó �(g) èàíîìàëüíûõ ðàçìåðíîñòåé â òåîðèè '4 îñíîâàíû íà ïàðàìåòðè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè òèïà g = f(t),�(g) = f1(t) (ãäå t / g�1=20 � áåãóùèé ïàðàìåòð, ñâÿçàííûé ñ çàòðàâî÷íûì çàðÿäîì g0), êîòîðîå óïðî-ùàåòñÿ â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè t âáëèçè íóëÿ îäíîãî èç �óíêöèîíàëüíûõ èíòåãðàëîâ. Íèæå ïîêàçàíî,÷òî ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå èìååò ñèíãóëÿðíîñòü ïðè t! 0, ÷òî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íûåðåçóëüòàòû ïðè äåéñòâèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ g0. Îäíîâðåìåííî ðåøàåòñÿ âîïðîñ î ïðàâèëüíîì õàðàêòåðåïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ê ðåæèìó ñèëüíîé ñâÿçè; â ÷àñòíîñòè, ïîñòîÿíñòâî çàòðàâî÷íîé èëè ïåðåíîðìèðî-âàííîé ìàññû íå ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì óñëîâèåì ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà. Äàíî ÷àñòè÷íîå äîêàçàòåëüñòâî¾òåîðåìû î ïåðåíîðìèðóåìîñòè¿ äëÿ îáëàñòè ñèëüíîé ñâÿçè.1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÂ íåäàâíèõ ðàáîòàõ àâòîðà [1, 2℄ ïîêàçàíî, ÷òîàñèìïòîòèêà �óíêöèè �åëë-Ìàííà �Ëîó �(g) ïðèg ! 1 äëÿ àêòóàëüíûõ òåîðèé ïîëÿ ìîæåò áûòüíàéäåíà àíàëèòè÷åñêè. Âûðàæåíèå �-�óíêöèè ÷å�ðåç �óíêöèîíàëüíûå èíòåãðàëû ïðèâîäèò ê ïàðà�ìåòðè÷åñêîìó ïðåäñòàâëåíèþg = f(t); �(g) = f1(t); (1)ãäå t � áåãóùèé ïàðàìåòð, ñâÿçàííûé ñ çàòðàâî÷�íûì çàðÿäîì g0 ñîîòíîøåíèåì t / g�1=20 . Èññëå�äîâàíèå (1) ïîêàçûâàåò, ÷òî áåñêîíå÷íûå çíà÷åíèÿg ñâÿçàíû ñ îáðàùåíèåì â íóëü îäíîãî èç �óíê�öèîíàëüíûõ èíòåãðàëîâ; âáëèçè åãî êîðíÿ âûðàæå�íèÿ (1) ñèëüíî óïðîùàþòñÿ è ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåä�ñòàâëåíèå ðàçðåøàåòñÿ â ÿâíîì âèäå. Àñèìïòîòèêà�-�óíêöèè â òåîðèè '4 [1℄ è ÊÝÄ [2℄ îêàçûâàåòñÿëèíåéíîé, à àíîìàëüíûå ðàçìåðíîñòè ñòðåìÿòñÿ êïîñòîÿííûì ïðåäåëàì.Îáðàùåíèå â íóëü �óíêöèîíàëüíûõ èíòåãðàëîâìîæíî ãàðàíòèðîâàòü ïðè êîìïëåêñíûõ çíà÷åíèÿõt, ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìïëåêñíûì g0. Â ñâÿçè ñ ýòèìâîçíèêàþò âîïðîñû îá ýðìèòîâîñòè èñõîäíîãî ãà�ìèëüòîíèàíà, óíèòàðíîñòè S-ìàòðèöû è ò. ä. Íà íàø*E-mail: suslov�kapitza.ras.ru

âçãëÿä, çäåñü íåò ïðåäìåòà äëÿ áåñïîêîéñòâà: ñîîò�íîøåíèÿ (1) âûâîäÿòñÿ äëÿ äåéñòâèòåëüíûõ g0 (÷òîîáåñïå÷èâàåò ïðàâèëüíóþ òåîðèþ âîçìóùåíèé), àçàòåì àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæàþòñÿ â êîìïëåêñíóþïëîñêîñòü. Â ñèëó ïåðåíîðìèðóåìîñòè òåîðèè çàòðà�âî÷íûé çàðÿä g0 èñêëþ÷àåòñÿ èç âñåõ íàáëþäàåìûõâåëè÷èí è åãî êîìïëåêñíîñòü ïðè áîëüøèõ g íå èìå�åò çíà÷åíèÿ: çàòðàâî÷íàÿ òåîðèÿ ñâÿçàíà ñ èñêóñ�ñòâåííûìè êîíñòðóêöèÿìè (òèïà âñïîìîãàòåëüíîéðåøåòêè) è íå èìååò �èçè÷åñêîãî ñìûñëà.Îäíàêî â íàó÷íîì ñîîáùåñòâå èìååòñÿ ïðåäóáå�æäåíèå ïðîòèâ êîìïëåêñíûõ çàòðàâî÷íûõ ïàðàìåò�ðîâ, ñâÿçàííîå ñ äàâíåé äèñêóññèåé ïî ïîâîäó ìîäå�ëè Ëè [3℄, â êîòîðîé ó÷àñòâîâàëè Ïàóëè, �åéçåíáåðãè äð. Ïîñëå ðàáîòû [4℄ ìîäåëü Ëè áûëà ïðèçíàíà �è�çè÷åñêè íåóäîâëåòâîðèòåëüíîé èç-çà ñóùåñòâîâàíèÿñîñòîÿíèé ñ îòðèöàòåëüíîé íîðìîé (¾ghost states¿).Â íåäàâíèõ ðàáîòàõ Áåíäåðà è äð. [5, 6℄ ïîêàçàíî,÷òî ìîäåëü Ëè ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ïðèåìëåìîé �èçè�÷åñêîé òåîðèåé, íî óñòàðåâøàÿ òî÷êà çðåíèÿ óñïåëàâîéòè âî ìíîãèå ó÷åáíèêè [7, 8℄. Ôàêòè÷åñêè æå ïðî�áëåìà êîìïëåêñíûõ çàòðàâî÷íûõ ïàðàìåòðîâ ïîë�íîñòüþ ðåøàåòñÿ â áîãîëþáîâñêîé àêñèîìàòè÷åñêîéêîíñòðóêöèè S-ìàòðèöû [9℄ (ñì. ïîäðîáíåå ðàçä. 8).Áîëåå ñóùåñòâåííûé âîïðîñ ñâÿçàí ñ ïðèëîæåíè�ÿìè òåîðèè '4 â �èçèêå êîíäåíñèðîâàííîãî ñîñòîÿ�íèÿ; çäåñü ðåøåòî÷íûé çàòðàâî÷íûé ãàìèëüòîíèàíèìååò �èçè÷åñêèé ñìûñë è åãî ïàðàìåòðû êîíå÷íî508



ÆÝÒÔ, òîì 138, âûï. 3 (9), 2010 Àñèìïòîòèêà �-�óíêöèè â òåîðèè '4 : : :íå ìîãóò áûòü êîìïëåêñíûìè. Ïîýòîìó ðåæèì ñèëü�íîé ñâÿçè âûãëÿäèò íåäîñòèæèìûì, à íàéäåííûåâ ðàáîòå [1℄ àñèìïòîòèêè ðåíîðìãðóïïîâûõ �óíê�öèé � íå èìåþùèìè �èçè÷åñêîãî ñìûñëà1).Íèæå ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ðåøåòî÷íîé èíòåðïðå�òàöèè �óíêöèîíàëüíûõ èíòåãðàëîâ ïàðàìåòðè÷å�ñêîå ïðåäñòàâëåíèå (1) èìååò ñèíãóëÿðíîñòü â òî÷êåt = 0, êîòîðàÿ îáåñïå÷èâàåò ðåæèì ñèëüíîé ñâÿçèg !1 (ðàçä. 2, 3). Òàêàÿ âîçìîæíîñòü âûãëÿäèò áî�ëåå óäîâëåòâîðèòåëüíîé ñ òî÷êè çðåíèÿ �èçè÷åñêîéèíòóèöèè, òàê êàê çàòðàâî÷íûé çàðÿä g0 ñòðåìèòñÿê áåñêîíå÷íîñòè, à íå ê îñîáîé òî÷êå â êîìïëåêñíîéïëîñêîñòè; ýòî ðåøàåò âîïðîñ î �èçè÷åñêîé ðåàëè�çóåìîñòè ðåæèìà ñèëüíîé ñâÿçè â �èçèêå êîíäåíñè�ðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ. Àñèìïòîòèêà �-�óíêöèè ñîâ�ïàäàåò ñ ïîëó÷åííîé â ðàáîòå [1℄, òîãäà êàê ðåçóëü�òàòû äëÿ àíîìàëüíûõ ðàçìåðíîñòåé íåñêîëüêî ðàç�ëè÷àþòñÿ (ðàçä. 4); îäíàêî ýòî ðàçëè÷èå íå èìååò�èçè÷åñêîãî ñìûñëà (ðàçä. 7). Èññëåäîâàíèå òîïî�ëîãèè òðàåêòîðèé â ïëîñêîñòè t (ðàçä. 5) ïîêàçûâà�åò, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà ðåøåòêè îíè ìîãóòîñòàâàòüñÿ íà äåéñòâèòåëüíîé îñè èëè óõîäèòü â êîì�ïëåêñíóþ ïëîñêîñòü. Ñ òåîðåòèêî-ïîëåâîé òî÷êè çðå�íèÿ âîïðîñ î äåéñòâèòåëüíîñòè èëè êîìïëåêñíîñòèçàòðàâî÷íûõ ïàðàìåòðîâ âñåöåëî ñâÿçàí ñ âûáîðîìðåíîðìèðîâî÷íîé ñõåìû [11℄ è íå èìååò �èçè÷åñêî�ãî ñìûñëà. Äëÿ ñõåìû, íàèáîëåå óïîòðåáèòåëüíîé âòåîðèè �àçîâûõ ïåðåõîäîâ [12℄, âûõîä â êîìïëåêñ�íóþ ïëîñêîñòü ÿâëÿåòñÿ íåèçáåæíûì, à óñëîâíîñòüèñïîëüçîâàíèÿ êîìïëåêñíûõ çàòðàâî÷íûõ ïàðàìåò�ðîâ � îñîáåííî î÷åâèäíîé (ðàçä. 6).�åøåòî÷íûå ðàçëîæåíèÿ, èçó÷àåìûå â ðàçä. 3,àíàëîãè÷íû âûñîêîòåìïåðàòóðíûì ðÿäàì â òåîðèè�àçîâûõ ïåðåõîäîâ [13℄. Â òåîðåòèêî-ïîëåâîì êîí�òåêñòå îíè ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ [14�17℄ è äð.;ïðè ýòîì îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿëîñü èññëåäîâà�íèþ ñâÿçè ïåðåíîðìèðîâàííûõ âåëè÷èí ñ çàòðàâî÷�íûìè, ÷òî òðåáîâàëî çíàíèÿ áîëüøîãî ÷èñëà ÷ëåíîâðàçëîæåíèÿ è èñïîëüçîâàíèÿ ïðèáëèæåííûõ ýêñòðà�ïîëÿöèîííûõ ìåòîäèê. Îäíàêî �èçè÷åñêèé èíòåðåñïðåäñòàâëÿþò ñîîòíîøåíèÿ ïåðåíîðìèðîâàííûõ âå�ëè÷èí ìåæäó ñîáîé (â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùåé �è�ëîñî�èåé ïåðåíîðìèðóåìîñòè), êîòîðûå îêàçûâàþò�ñÿ áîëåå ïðîñòûìè (ðàçä. 4). Êðîìå òîãî, îñòàâàë�ñÿ íåðåøåííûì âîïðîñ î ïðàâèëüíîì õàðàêòåðå ïðå�äåëüíîãî ïåðåõîäà ê ðåæèìó ñèëüíîé ñâÿçè; â ÷àñò�íîñòè, íè ïîñòîÿíñòâî çàòðàâî÷íîé ìàññû, íè ïî�1) Ôàêòè÷åñêè îíè ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ äàæå â ýòîì ñëó�÷àå, çíà÷èòåëüíî óïðîùàÿ ïðîöåäóðó ñóììèðîâàíèÿ ðàñõîäÿ�ùèõñÿ ðÿäîâ, êîòîðàÿ ïðîâîäèòñÿ ïðè âû÷èñëåíèè êðèòè÷å�ñêèõ èíäåêñîâ (ñì. îáñóæäåíèå â [10℄).

ñòîÿíñòâî ïåðåíîðìèðîâàííîé ìàññû [15℄ íå ÿâëÿ�þòñÿ ïðàâèëüíûìè óñëîâèÿìè ïðåäåëüíîãî ïåðåõî�äà (ðàçä. 4). Çàìåòèì, ÷òî óêàçàíèå íà ëèíåéíóþàñèìïòîòèêó �-�óíêöèè áûëî ïîëó÷åíî åùå â ðàáî�òå [16℄; ñîâñåì íåäàâíî îáíàðóæåíî, ÷òî ëèíåéíàÿàñèìïòîòèêà ñîãëàñóåòñÿ ñ ÷àñòíûì ðåøåíèåì óðàâ�íåíèé Äàéñîíà �Øâèíãåðà [18℄.2. Ï�ÅÄÂÀ�ÈÒÅËÜÍÛÅ ÑÎÎÁ�ÀÆÅÍÈß�àññìîòðèì n-êîìïîíåíòíóþ òåîðèþ '4 ñ äåé�ñòâèåì Sf'g = Z ddx8<:12 nX�=1(r'�)2 ++ 12m20 nX�=1'2� + 14u0 nX�=1'2�!29=; ;u0 = g0��; � = 4� d; (2)ãäå g0 è m0 � çàòðàâî÷íûå çàðÿä è ìàññà, d � ðàç�ìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà2), � � ïàðàìåòð îáðåçàíèÿïî èìïóëüñó. Íàèáîëåå îáùèé �óíêöèîíàëüíûé èí�òåãðàë ýòîé òåîðèè ñîäåðæèò â ïðåäýêñïîíåíòå Mìíîæèòåëåé ïîëÿ ',Z(M)�1:::�M (x1; : : : ; xM ) = Z D''�1(x1)'�2 (x2) : : :: : : '�M (xM ) exp (�Sf'g) ; (3)è áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ êàê KMfpig ïîñëå ïåðåõîäà âèìïóëüñíîå ïðåäñòàâëåíèå è âûäåëåíèÿ Æ-îáðàçíûõìíîæèòåëåé,Z(M)�1:::�M (p1; : : : ; pM ) == KMfpigN Æp1+:::+pM I�1:::�M ; (4)ãäå I�1:::�M � ñóììà ÷ëåíîâ òèïà Æ�1�2Æ�3�4 : : : ñîâñåâîçìîæíûìè ñïàðèâàíèÿìè, N � ÷èñëî óçëîâðåøåòêè, íà êîòîðîé ïðåäïîëàãàåòñÿ îïðåäåëåííûì�óíêöèîíàëüíûé èíòåãðàë. ÈíòåãðàëûKMfpig, êàêïðàâèëî, îöåíèâàþòñÿ ïðè íóëåâûõ èìïóëüñàõ èëèøü îäèí èíòåãðàëK2(p) ïîòðåáóåòñÿ ïðè ìàëûõ p,K2(p) = K2 � ~K2p2 + : : : (5)Ââîäÿ âåðøèíû �(L;N) ñ N âíåøíèìè ëèíèÿìè ïîëÿ' è L âíåøíèìè ëèíèÿìè âçàèìîäåéñòâèÿ3), ó÷èòû�âàÿ èõ ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ïåðåíîðìèðóåìîñòü [20℄2) Ïðåäïîëàãàåòñÿ óñëîâèå d � 4, ïðè êîòîðîì òåîðèÿ '4ÿâëÿåòñÿ ïåðåíîðìèðóåìîé; ïàðàìåòð � íå ñ÷èòàåòñÿ ìàëûì,åñëè ýòî íå îãîâîðåíî îñîáî.3) Èìååòñÿ â âèäó äèàãðàììíàÿ òåõíèêà, â êîòîðîé âçàèìî�äåéñòâèå îáîçíà÷àåòñÿ ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè [19℄.509



È. Ì. Ñóñëîâ ÆÝÒÔ, òîì 138, âûï. 3 (9), 2010�(L;N)(pi; g0;m0;�) == Z�N=2�Z2Z ��L �(L;N)R (pi; g;m) (6)(g è m � ïåðåíîðìèðîâàííûå çàðÿä è ìàññà) è èñ�ïîëüçóÿ óñëîâèÿ ðåíîðìèðîâêè íà íóëåâûõ èìïóëü�ñàõ �(0;2)R (p; g;m)���p!0 = m2 + p2 + O(p4);�(0;4)R (pi; g;m)���pi=0 = gm�; (7)�(1;2)R (pi; g;m)���pi=0 = 1;ìîæíî îïðåäåëèòü �óíêöèþ �åëë-Ìàííà �Ëîó �(g)è àíîìàëüíûå ðàçìåðíîñòè �(g), �2(g):�(g) = dgd lnm ����g0;�=onst ;�(g) = d lnZd lnm ����g0;�=onst ;�2(g) = d lnZ2d lnm ����g0;�=onst : (8)Âûðàæàÿ ýòè �óíêöèè ÷åðåç �óíêöèîíàëüíûå èí�òåãðàëû, äëÿ íèõ ìîæíî ïîëó÷èòü ïàðàìåòðè÷åñêîåïðåäñòàâëåíèå [1℄4)g = ��K2~K2�d=2 K4K0K22 ; (9)�(g) = ��K2~K2�d=2 K4K0K22 ���d+ 2K 04=K4 +K 00=K0 � 2K 02=K2K 02=K2 � ~K 02= ~K2 � ; (10)�(g) = � 2K2 ~K2K2 ~K 02 �K 02 ~K2 "2K 02K2 � K 00K0 � ~K 02~K2# ; (11)�2(g) = 2K2 ~K2K2 ~K 02 �K 02 ~K2 ���K 000K2 �K0K 002K 00K2 �K0K 02 � 2K 02K2� ; (12)4) Âûðàæåíèå äëÿ �2(g) íàïèñàíî â ðàáîòå [1℄ íåïðàâèëüíîèç-çà òîãî, ÷òî â òîæäåñòâå Óîðäà (55) ïðåäïîëàãàåòñÿ äðóãîåîïðåäåëåíèå ìàññû; åãî ïðàâèëüíàÿ çàïèñü Z�12 = �12(0) == d�2(0)=dm20 = (K0=K2)0. Â ðåçóëüòàòå â �îðìóëàõ (61) è(62) ðàáîòû [1℄ ïîëó÷èì ñîîòâåòñòâåííî �2(g) = 0 è �2(g) = 4.

ãäå øòðèõàìè îòìå÷àþòñÿ ïðîèçâîäíûå ïî m20. Ïðà�âûå ÷àñòè (9)�(12) çàâèñÿò îò òðåõ ïàðàìåòðîâ g0,m0 è �, îäèí èç êîòîðûõ ìîæíî ïðèíÿòü â êà÷å�ñòâå áåãóùåãî; åñëè âûðàçèòü åãî ÷åðåç g ñ ïîìîùüþñîîòíîøåíèÿ (9) è èñêëþ÷èòü èç (10)�(12), òî çàâè�ñèìîñòü îò îñòàëüíûõ äâóõ ïàðàìåòðîâ èñ÷åçàåò ñî�ãëàñíî îáùèì òåîðåìàì [20℄.Ñîãëàñíî �îðìóëå (9), áîëüøèå çíà÷åíèÿ g ìî�ãóò áûòü äîñòèãíóòû âáëèçè êîðíåéK2 èëè ~K2. Ïðè~K2 ! 0 ïðàâûå ÷àñòè (10)�(12) ñèëüíî óïðîùàþòñÿè ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ðàçðåøàåòñÿ â âè�äå [1℄�(g) = dg; �(g) = 2; �2(g) = 0 (g !1): (13)Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷àþòñÿ ïðè K2 ! 0,íî ýòîò ïðåäåë ìû ñ÷èòàåì íå�èçè÷åñêèì, òàê êàêîí íå îáåñïå÷èâàåò íåïðåðûâíîãî ïåðåõîäà ê ÷åòû�ðåõìåðíîìó ñëó÷àþ ââèäó îòñóòñòâèÿ ðàñõîäèìîñòèâ óðàâíåíèè (9) ïðè d = 4.Ñâÿçü ïðåäåëà ñèëüíîé ñâÿçè g !1 ñ íóëåì îä�íîãî èç �óíêöèîíàëüíûõ èíòåãðàëîâ óñòàíîâëåíà âðàáîòå [1℄ èç àíàëîãèè ñ íóëü-ìåðíûì ñëó÷àåì. Ôàê�òè÷åñêè ýòî ìîæåò áûòü ñäåëàíî áîëåå ñòðîãî. Ïðî�âîäÿ äèñêðåòèçàöèþ ïðîñòðàíñòâà, çàïèøåì óðàâíå�íèå (2) â âèäå ðåøåòî÷íîé ñóììûSf'g = 12adXx;x0 Jx�x0'x'x0 ++ 12m20adXx '2x + 14g0a2d�4Xx '4x; (14)ãäå ìû îãðàíè÷èëèñü ñëó÷àåì n = 1 è ïðèíÿëè� = a�1 (a � ïîñòîÿííàÿ ðåøåòêè). Äåëàÿ çàìåíó' �! ' �g0a2d�4=4��1=4 (15)è ââîäÿ ïàðàìåòð t = (1=g0)1=2 ; (16)ïîëó÷èì �óíêöèîíàëüíûé èíòåãðàë (3) â âèäåZ(M)fxig = (2t)N+M2 Z  Yx d'x!'x1 : : : 'xM �� exp8<:�tXx;x0 Jx�x0'x'x0 �� tm20Xx '2x �Xx '4x) : (17)510



ÆÝÒÔ, òîì 138, âûï. 3 (9), 2010 Àñèìïòîòèêà �-�óíêöèè â òåîðèè '4 : : :Çäåñü è â äàëüíåéøåì ïðèíèìàåì a = 1, èçìåðÿÿJx�x0 è m20 â åäèíèöàõ �2. Ïðè êîíå÷íîì ÷èñëå èí�òåãðèðîâàíèé N èíòåãðàë ñõîäèòñÿ äëÿ âñåõ t è îêà�çûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì âî âñåé êîíå÷íîé ÷àñòè êîì�ïëåêñíîé ïëîñêîñòè t. Ñèíãóëÿðíîñòè ìîãóò âîçíè�êàòü ëèøü â ïðåäåëå N ! 1, íî ýòî ïðîèñõîäèòëèøü â òî÷êàõ �àçîâûõ ïåðåõîäîâ, êîãäà m2 = 0 èêîððåëÿöèîííûé ðàäèóñ � áåñêîíå÷åí; â ýòîì ñëó÷àåðåàëüíî íåîáõîäèì ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ê áåñêîíå÷�íîìó îáúåìó ñèñòåìû, êîòîðûé îêàçûâàåòñÿ ñèíãó�ëÿðíûì. Åñëè æå m2 6= 0, òî ââèäó êîíå÷íîñòè êîð�ðåëÿöèîííîãî ðàäèóñà � ðàçìåð ñèñòåìû L ìîæåòáûòü âûáðàí áîëüøèì, íî êîíå÷íûì: ïðè âûïîëíå�íèè óñëîâèÿ L � � � a (18)�óíêöèîíàëüíûé èíòåãðàë õîðîøî àïïðîêñèìèðóåò�ñÿ ñâîèì êîíå÷íîìåðíûì àíàëîãîì. Â ðàññìàòðèâà�åìîì ñëó÷àå âåëè÷èíà m2 çàâåäîìî êîíå÷íà (�àêòè�÷åñêè m2 ! 1 ïðè g ! 1) è ïåðåõîäà ê ïðåäåëóN ! 1 íå òðåáóåòñÿ. Ïîýòîìó èíòåãðàëû KM èèõ ïðîèçâîäíûå ðåãóëÿðíû â êîìïëåêñíîé ïëîñêî�ñòè t è ïîÿâëåíèå áåñêîíå÷íîñòåé â ïðàâûõ ÷àñòÿõ(9)�(12) ìîæåò áûòü ñâÿçàíî òîëüêî ñ íóëÿìè çíàìå�íàòåëåé; â ÷àñòíîñòè, â �îðìóëå (9) îíè âîçíèêàþòëèøü âáëèçè êîðíÿ K2 èëè ~K2. Ïàðàìåòð t â äàëü�íåéøåì ñ÷èòàåì áåãóùèì ïàðàìåòðîì ïàðàìåòðè÷å�ñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ.Ïðè ïåðåõîäå îò �îðìóëû (2) ê óðàâíåíèþ (14)ìû èñõîäèëè èç ñîîòâåòñòâèÿ� '(x)r2'(x) = '(x)p̂2'(x)! 'x�(p̂)'x ==Xx0 Jx�x0'x'x0 ; (19)ãäå p̂ � îïåðàòîð èìïóëüñà, �(p) � çàòðàâî÷íûéñïåêòð,�(p) =Xx Jxeip�x = �(0) + p2 +O(p4); (20)è ó÷òåíî, ÷òî expfip̂ � xg åñòü îïåðàòîð ñäâèãà íà âåê�òîð x. Èíòåãðàëû ïåðåêðûòèÿ Jx ïðåäïîëàãàþòñÿáûñòðî óáûâàþùèìè ñ ðîñòîì jxj, òàê ÷òî ñïåêòð(20) ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì; ñ÷èòàåì J0 = 0, à êî�ý��èöèåíò ïðè p2 ïðèíèìàåì ðàâíûì åäèíèöå äëÿñîîòâåòñòâèÿ ñ êîíòèíóàëüíûì ïðåäåëîì (ñì. (19)),ó÷èòûâàÿ, ÷òî �(0) ìîæíî âêëþ÷èòü â ïåðåíîðìè�ðîâêó m20.Íèæå èññëåäóåòñÿ ñèíãóëÿðíîñòü ïàðàìåòðè÷å�ñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (9)�(12) ïðè t ! 0, êîòî�ðàÿ èìååò ïðîñòîå ïðîèñõîæäåíèå. Ïðè g0 � 1â (17) âîçìîæíî ðàçëîæåíèå ïî ãðàäèåíòíîìó ÷ëå�íó tJx�x0'x'x0 . Â íóëåâîì ïîðÿäêå ïî t èíòå�ãðàë Z(2) Æ-îáðàçåí â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè,

Z(2)(x;x0) � Æxx0 , è åãî �óðüå-îáðàç íå èìååò èì�ïóëüñíîé çàâèñèìîñòè; ïîñëåäíÿÿ ïîÿâëÿåòñÿ ëèøüâ ïåðâîì ïîðÿäêå ïî t. Ïîýòîìó â ðàçëîæåíèè (5) èí�òåãðàë ~K2 èìååò äîïîëíèòåëüíóþ ìàëîñòü ïî ñðàâíå�íèþ ñ K2, ò. å. K2= ~K2 � 1=t, ÷òî ïðèâîäèò ê ñèíãó�ëÿðíîñòè â �îðìóëàõ (9), (10). Ýòà ñèíãóëÿðíîñòüîêàçûâàåòñÿ áîëåå ñëîæíîé, ÷åì âáëèçè êîðíÿ ~K2â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, êîãäà îñòàëüíûå èíòåãðà�ëû è èõ ïðîèçâîäíûå îñòàþòñÿ êîíå÷íûìè [1℄. Ïðèt ! 0 èíòåãðàë KM èìååò äîïîëíèòåëüíûé ìíîæè�òåëü, ïðîïîðöèîíàëüíûé tM=2, ïî ñðàâíåíèþ ñ K0(ñì. (17)), à äè��åðåíöèðîâàíèå ïî m20 äàåò ìíîæè�òåëü t, ïîýòîìó ñèíãóëÿðíîñòü â óðàâíåíèÿõ (9)�(12)òðåáóåò àêêóðàòíîãî èññëåäîâàíèÿ.3. �ÅØÅÒÎ×ÍÛÅ �ÀÇËÎÆÅÍÈßÏðè ðàçëîæåíèè �óíêöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà(17) ïî ãðàäèåíòíîìó ÷ëåíó tJx�x0'x'x0 âîçíèêàþòñðåäíèå îò ïðîèçâåäåíèÿ ïîëåé 'x1'x2 : : : ïî ðàñïðå�äåëåíèþ5)Pf'g � Yx exp��tm20'2x � '4x	 : (21)Òàêèå ñðåäíèå îòëè÷íû îò íóëÿ ëèøü ïðè ÷àñòè÷íî(èëè ïîëíîñòüþ) ñîâïàäàþùèõ êîîðäèíàòàõ è ðàñïè�ñûâàþòñÿ ïî ñõåìåh'x1'x2'x3'x4i = h'2x1ih'2x3 iÆx1x2Æx3x4(1�Æx1x3)++ h'2x1ih'2x2iÆx1x3Æx2x4(1� Æx1x2) ++ h'2x1ih'2x2iÆx1x4Æx2x3(1� Æx1x2) ++ h'4x1iÆx1x2Æx1x3Æx1x4 == h'2ih'2i (Æx1x2Æx3x4+Æx1x3Æx2x4+Æx1x4Æx2x3)++ �h'4i � 3h'2ih'2i� Æx1x2Æx1x3Æx1x4 ; (22)ãäå ñðåäíèå h'2ki îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëîéh'2ki = I2kI0 ;I2k = 1Z�1 d''2k exp��tm20'2 � '4	 : (23)Ñëåäóÿ ýòîé ñõåìå, íåòðóäíî ïîëó÷èòüZ(0) = (2t)N=2 IN0 �1� tN I2I0 J0 + : : : � ;5) Ïî òåõíè÷åñêèì ïðè÷èíàì ÷ëåí � tm20 óäîáíî ñîõðàíÿòüâ ýêñïîíåíòå. Ôàêòè÷åñêè ýòî íå ÿâëÿåòñÿ ïðåâûøåíèåì òî÷�íîñòè, òàê êàê m0 ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìûì ïàðàìåòðîì è tm20ìîæåò áûòü íå ìàëûì ïðè t � 1; ñîõðàíåíèå ÷ëåíà � tm20â ýêñïîíåíòå ðàñøèðÿåò îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè ðàçëîæåíèé,÷òî îêàæåòñÿ ñóùåñòâåííûì â äàëüíåéøåì (ðàçä. 4).511



È. Ì. Ñóñëîâ ÆÝÒÔ, òîì 138, âûï. 3 (9), 2010Z(2)(x1x2) = (2t)N=2 IN0 � 2t��� I2I0 Æx1x2 � 2t I22I20 Jx1�x2 + : : :� ; (24)Z(4)(x1 : : :x4) = (2t)N=2 IN0 � (2t)2 �� �I22I20 (Æx1x2Æx3x4 + Æx1x3Æx2x4 + Æx1x4Æx2x3)++�I4I0 � 3I22I20 � Æx1x2Æx1x3Æx1x4 + : : :� :Ïîïðàâî÷íûé ÷ëåí � N t ê Z(0) èñ÷åçàåò â ñèëó ïðè�íÿòîãî ñîãëàøåíèÿ J0 = 0. Â îáùåì ñëó÷àå ÷ëåíû,ñîäåðæàùèå N , �îðìàëüíî âîçíèêàþò ïðè ðàçëîæå�íèè, íî ñîîòâåòñòâóþò ¾íåñâÿçíûì äèàãðàììàì¿, êî�ãäà ìíîæèòåëè 'x, âîçíèêàþùèå îò ðàçëîæåíèÿ ýêñ�ïîíåíòû â âûðàæåíèè (17), óñðåäíÿþòñÿ íåçàâèñèìîîò ìíîæèòåëåé 'x1 : : : 'xM , ñòîÿùèõ â ïðåäýêñïîíåí�òå. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî âêëàä íåñâÿçíûõ äèàãðàìì�àêòîðèçóåòñÿ âî âñåõ Z(M) â âèäå îäèíàêîâîãî ìíî�æèòåëÿ è ñîêðàùàåòñÿ ïðè ïåðåõîäå ê îòíîøåíèÿì�óíêöèîíàëüíûõ èíòåãðàëîâ. Ïîýòîìó ðàçëîæåíèÿòèïà (24) ñïðàâåäëèâû ïðè t � 1, à íå ïðè áîëååñèëüíîì óñëîâèè N t� 1.Ïåðåõîäÿ â èìïóëüñíîå ïðåäñòàâëåíèå è ââîäÿîáîçíà÷åíèÿ KM ñîãëàñíî �îðìóëå (4), ïîëó÷èìK0 = (2t)N=2 IN0 ;K2(p) = (2t)N=2 IN0 � 2t� I2I0 � 2t I22I20 �(p)� ;K4fpig = (2t)N=2 IN0 � (2t)2 13 ��I4I0�3I22I20 � ++ I22I20 N (Æp1+p2 + Æp1+p3 + Æp1+p4)� : (25)
Ïðåäåë pi ! 0 â K4fpig áåðåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñïðèíÿòûì â ðàáîòå [1℄ ñîãëàøåíèåì: ïîëàãàÿ pi � �òàê, ÷òîáû èñêëþ÷èòü ñïåöèàëüíûå ðàâåíñòâà òèïàp1+p2 = 0, è óñòðåìëÿÿ � ê íóëþ. Èñïîëüçóÿ ðàçëî�æåíèå äëÿ �(p) (20) è ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå (5) äëÿK2 è ~K2, èìååìK2K0 = 2t I2I0 ; ~K2K0 = (2t)2 I22I20 ;K4K0 = (2t)2� I43I0 � I22I20 � : (26)Àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ â n-êîìïîíåíòíîì ñëó÷àåäàþò K2K0 = 2t I2nI0 ; ~K2K0 = (2t)2 I22nI20 ;K4K0 = (2t)2 1n2 � nn+ 2 I4I0 � I22I20 � ; (27)

ãäå èíòåãðàëû I2k îïðåäåëÿþòñÿ êàêI2k = 1Z0 d''n�1+2k exp��tm20'2 � '4	 : (28)Ïåðåïèñûâàÿ (10)�(12) â âèäå�(g) = ��K2~K2�d=2 K4K0K22 �d+ 2 (lnK4K0=K22)0(lnK2= ~K2)0 � ;�(g) = 2 (lnK2=K0)0 + (lnK2= ~K2)0(lnK2= ~K2)0 ; (29)�2(g) = �2 (lnK0=K2)00 + [(lnK0=K2)0℄2(lnK2= ~K2)0 (lnK0=K2)0è äè��åðåíöèðóÿ ïî m20 ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿI 02k = �tI2k+2; (30)ïîëó÷èì g = � n2t I0I2�d=2�1� nn+ 2 I4I0I22 � ;�(g)g = d+ 2 I6I2I20 � 2I24I20 + I22 I4I30�I4I0 � n+ 2n I22I20 ��I22I20 � I4I0� ; (31)�2(g) = 2 I6I2I20 � 2I24I20 + I22 I4I30�I22I20 � I4I0�2 ; �(g) = 0:�åçóëüòàòû ìîæíî ïðåäñòàâèòü â êîìïàêòíîé �îð�ìå, åñëè ââåñòè �óíêöèè gzero(t) è �zero(t), ñîîòâåò�ñòâóþùèå íóëü-ìåðíîìó ñëó÷àþ [1℄, êîòîðûå èìåþòâèä, ïîêàçàííûé íà ðèñ. 1:g = � n2t I0I2�d=2 gzero(tm20);�(g) = � n2t I0I2�d=2 �dgzero(tm20) + �zero(tm20)� ; (32)�2(g) = �zero(tm20)g� � gzero(tm20) ; �(g) = 0;ãäå g� = 2=(n+2). �àçðåøàÿ ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåä�ñòàâëåíèå â ïðåäåëå t! 0, ïîëó÷èì àñèìïòîòèêè�(g) = �d+ �zero(0)gzero(0) � g;�2(g) = �zero(0)g� � gzero(0) ; �(g) = 0 (g !1); (33)512



ÆÝÒÔ, òîì 138, âûï. 3 (9), 2010 Àñèìïòîòèêà �-�óíêöèè â òåîðèè '4 : : :
gzero

g∗

βzero

t

t

�èñ. 1. Êà÷åñòâåííîå ïîâåäåíèå �óíêöèé gzero(t)è �zero(t), ñîîòâåòñòâóþùèõ íóëü-ìåðíîìó ñëó-÷àþ [1℄àíàëîãè÷íûå �îðìóëå (13), ò. å. ðåàëèçóåòñÿ ëèíåé�íîå ïîâåäåíèå äëÿ �-�óíêöèè è âûõîä íà ïîñòîÿí�íûå ïðåäåëû äëÿ àíîìàëüíûõ ðàçìåðíîñòåé. Ïîäñòà�íîâêà ÷èñëåííûõ çíà÷åíèé ïðè n = 1, d = 4 äàåò�(g) = 2:29g â ñîãëàñèè ñ ðàáîòîé [16℄.�åçóëüòàò (33) íå ÿâëÿåòñÿ, îäíàêî, îêîí÷àòåëü�íûì. Äåéñòâèòåëüíî, âìåñòî ïðåäåëà t ! 0 ïðè ïî�ñòîÿííîé çàòðàâî÷íîé ìàññå ìîæíî ðàññìîòðåòü ïðå�äåëüíûé ïåðåõîä ïðè óñëîâèè tm20 ! onst; ïðè ýòîìâñÿ ñòðóêòóðà òåîðèè îñòàíåòñÿ íåèçìåííîé, íî ðå�çóëüòàò äëÿ àñèìïòîòèêè áóäåò äðóãîé. Âîçíèêàåòâîïðîñ î ïðàâèëüíîì õàðàêòåðå ïðåäåëüíîãî ïåðåõî�äà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåæèìó ñèëüíîé ñâÿçè.4. ÈÍÒÅ�Ï�ÅÒÀÖÈß ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÛÕÈÍÒÅ��ÀËÎÂÂ ðàìêàõ äèàãðàììíîé òåõíèêè ñâÿçü ïåðåíîð�ìèðîâàííîé ìàññû ñ çàòðàâî÷íîé îïðåäåëÿåòñÿ ðàç�ëîæåíèåìZ�1m2 = m20+u0 n+ 22 Z ddk(2�)d 1k2 +m2+: : : ; (34)ãäå âêëàä N -ãî ïîðÿäêà ïî u0 èìååò ðàçìåðíîñòü ïîèìïóëüñó k2��N è ïðè d > 2 îïðåäåëÿåòñÿ âåðõíèìïðåäåëîì, îêàçûâàÿñü ïîðÿäêà �2��N ; âñïîìèíàÿ ñî�îòíîøåíèå u0 = g0�� (ñì. (2)), ïîëó÷èì ðàçëîæåíèåâèäà

Z�1m2 = m20 +�2 �A1g0 +A2g20 +A3g30 + : : : �++O �m2g0(�=m)�� : (35)Îáû÷íî ïîëàãàþòm20 = m2 + Æm20; (36)ãäå m2 îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ m2 = 0 è ïðè g0 �� 1 îïðåäåëÿåòñÿ ïåðâûì ÷ëåíîì ðàçëîæåíèÿ â(35), m2 = �A1g0�2. Ïîýòîìó ïåðåõîä ê êîíòèíó�àëüíîìó ïðåäåëó � ! 1 íóæíî îñóùåñòâëÿòü ïðèóñëîâèè m2 = onst; �m20 � g0�2 !1: (37)Ïî àíàëîãèè, òàêîå æå óñëîâèå ñòàëè ïðèíèìàòüïðè èññëåäîâàíèè ïðåäåëà ñèëüíîé ñâÿçè g0 ! 1[15, 21℄; òàêîé ñïîñîá äåéñòâèé èñõîäèò èç ïðàâèëü�íîãî èíòóèòèâíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ î òîì, ÷òî îñóùå�ñòâëÿòü ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðè m20 = onst ¾íåî÷åíü õîðîøî¿, íî èìååò î÷åâèäíûå äå�åêòû.1) Ïðîâîäèòñÿ íåçàêîííàÿ ýêñòðàïîëÿöèÿ çàâèñè�ìîñòè m2 / g0 â îáëàñòü ñèëüíîé ñâÿçè.2) Óðàâíåíèå m2 = 0 â îáëàñòè ñèëüíîé ñâÿçè ìî�æåò âîîáùå íå èìåòü ðåøåíèé (ñì. íèæå (39)), ÷òîäåëàåò áåññìûñëåííûì ðàçáèåíèå (36).3) Óñëîâèå ïîñòîÿíñòâà ïåðåíîðìèðîâàííîé ìàñ�ñû íå ÿâëÿåòñÿ �èçè÷åñêè ìîòèâèðîâàííûì: åñëè÷àñòèöû èìåþò êîíå÷íóþ ìàññó m â îáëàñòè ñëàáîéñâÿçè, òî ïðè óñèëåíèè âçàèìîäåéñòâèÿ îíà ïåðåíîð�ìèðóåòñÿ è ìîæåò êàê âîçðàñòàòü, òàê è óáûâàòü.Äå�åêòíîñòü òàêîãî îáðàçà äåéñòâèé îáû÷íî îñî�çíàâàëàñü àâòîðàìè è ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðè óñëî�âèè (37) ïîëó÷èë íàçâàíèå ¾èçèíãîâñêîãî ïðåäå�ëà¿ [21℄. Èç ñêàçàííîãî ÿñíî, ÷òî âîïðîñ î ïðàâèëü�íîì õàðàêòåðå ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà â îáëàñòü ñèëü�íîé ñâÿçè �àêòè÷åñêè îñòàåòñÿ îòêðûòûì.Â ðàìêàõ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ(9)�(12) óêàçàííàÿ ïðîáëåìà âñòàåò â íåñêîëüêîèíîé ïëîñêîñòè. Íåäîñòàòîê ðåçóëüòàòîâ òèïà (32)ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðàâûå ÷àñòè �îðìóë çàâèñÿòîò äâóõ íåçàâèñèìûõ ïàðàìåòðîâ t è tm20; ïðèèñêëþ÷åíèè îäíîãî èç íèõ â ïîëüçó g îñòàåòñÿçàâèñèìîñòü îò m20, êîòîðàÿ äîëæíà îòñóòñòâîâàòüñîãëàñíî îáùèì òåîðåìàì [20℄. Âîçíèêàåò âîïðîñ îðàçðåøåíèè ýòîãî ïðîòèâîðå÷èÿ6).Â äåéñòâèòåëüíîñòè, êîíå÷íî, íèêàêîãî ïðîòèâî�ðå÷èÿ íåò, òàê êàê â îáùèõ òåîðåìàõ ïðåäïîëàãàåòñÿ6) Äëÿ ðåçóëüòàòà (32) çàâèñèìîñòü îò m20 ìîæíî èñêëþ�÷èòü, äåëàÿ çàìåíó tm20 ! t è ïåðåîïðåäåëÿÿ g è �(g) íàîäèíàêîâûé ìíîæèòåëü. Îäíàêî ýòî íå ðåøàåò ïðîáëåìó âîáùåì ñëó÷àå: ê óðàâíåíèþ (32) èìåþòñÿ ðåãóëÿðíûå ïîïðàâ�êè ïî t, ñîäåðæàùèå â êà÷åñòâå êîý��èöèåíòîâ �óíêöèè îòtm20 .9 ÆÝÒÔ, âûï. 3 (9) 513
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�1=t 1=t m20

m2
� 1=t2jm20j � 1=t � m20
�èñ. 2. Çàâèñèìîñòü ïåðåíîðìèðîâàííîé ìàññû îòçàòðàâî÷íîé â îáëàñòè ñèëüíîé ñâÿçèíàäëåæàùèì îáðàçîì ïðîâåäåííûé ïåðåõîä ê êîíòè�íóàëüíîìó ïðåäåëó �!1. Ôèçè÷åñêè ýòî îçíà÷àåòâûïîëíåíèå óñëîâèÿ m2 � �2; (38)êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ � � a äëÿ êîððåëÿöè�îííîãî ðàäèóñà; ïðè ýòîì íà õàðàêòåðíîì ìàñøòàáåèçìåíåíèÿ ïîëÿ èìååòñÿ ìíîãî óçëîâ ðåøåòêè è ååäàëüíåéøåå èçìåëü÷åíèå íå èìååò çíà÷åíèÿ.Â ðàìêàõ ðàçëîæåíèé ðàçä. 3 äëÿ ïåðåíîðìèðî�âàííîé ìàññû ñïðàâåäëèâ ðåçóëüòàò (ñì. �îðìóëó(53) â [1℄)m2 = K2~K2 = n2t I0I2 == 8>>>>>><>>>>>>: m20; tm20 � 1;� 1=t; jtm20j . 1;� 1=t2jm20j; �tm20 � 1; (39)(ðèñ. 2), èç êîòîðîãî ÿñíî, ÷òî äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëî�âèÿ m2 � 1 (ñîîòâåòñòâóþùåãî (38) â ðàçìåðíûõåäèíèöàõ) íåîáõîäèìî ïðèíÿòü, ÷òîtm20 = ��; �� 1: (40)Çàìåíîé '2x ! �'2x=2 ýêñïîíåíòà â (17) ïðåîáðàçóåò�ñÿ ê âèäóexp8<:�12 t� Xx;x0 Jx�x0'x'x09=;��Yx exp�14�2 �2'2x � '4x�� ; (41)

ãäå ïîñëåäíèé ìíîæèòåëü ëîêàëèçîâàí âáëèçè '2x == 1 è ìîæåò áûòü çàìåíåí íà AÆ('2x � 1); çíà÷åíèåêîíñòàíòû A íåñóùåñòâåííî, òàê êàê îíà ñîêðàùà�åòñÿ äëÿ îòíîøåíèÿ äâóõ èíòåãðàëîâ, è ìîæíî ïðè�íÿòü A = 1. Â ðåçóëüòàòå �îðìóëà (17) ïðåîáðàçóåò�ñÿ ê âèäóZMfxig = (t�)N+M2 Z  Yx d'x!'x1 : : : 'xM �� exp8<:�12t� Xx;x0 Jx�x0'x'x09=;Yx Æ('2x � 1) (42)è �óíêöèîíàëüíûé èíòåãðàë ïðåâðàùàåòñÿ âèçèíãîâñêóþ ñóììó ïî çíà÷åíèÿì 'x = �1. Ân-êîìïîíåíòíîì ñëó÷àå âîçíèêàåò Æ-�óíêöèÿ âèäàÆ(j'xj2 � 1), �èêñèðóþùàÿ çíà÷åíèå ìîäóëÿ j'xj2 == P� '2�;x è âìåñòî ìîäåëè Èçèíãà ïîëó÷àåòñÿ�-ìîäåëü [28℄.Òåïåðü �óíêöèîíàëüíûå èíòåãðàëû ÿâëÿþòñÿ�óíêöèÿìè îäíîé ïåðåìåííîé t� è ïðàâûå ÷àñòè(9)�(12) çàâèñÿò òîëüêî îò íåå; ýòî îïðåäåëÿåò ðå-íîðìãðóïïîâûå �óíêöèè, çàâèñÿùèå òîëüêî îò g.Ïðè �èçè÷åñêîé ìîòèâàöèè ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäàìû èñõîäèëè èç óñëîâèét� 1; �� 1; t�� 1; (43)êîòîðûå îáåñïå÷èâàëè (38), íî �àêòè÷åñêè ïðè âû�âîäå âûðàæåíèÿ (42) èñïîëüçîâàëèñü ëèøü äâà ïåð�âûõ óñëîâèÿ7), ò. å. îíî ñïðàâåäëèâî ïðèt� 1; �� 1; t� � ïðîèçâîëüíî: (44)Ýòî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü óðàâíåíèå (42) â îáëàñ-òè t�� 1, â êîòîðîé âîçìîæíû ãðàäèåíòíûå ðàçëî�æåíèÿ è äîñòèãàþòñÿ áîëüøèå çíà÷åíèÿ ïåðåíîðìè�ðîâàííîãî çàðÿäà g. Ó÷èòûâàÿ �îðìóëû (39), (40),ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ðåæèì ñèëüíîé ñâÿçè òåî�ðèè '4 ñîîòâåòñòâóåò ïðåäåëót! 0; tm20 ! �1; tm2 ! 0; m2 !1; (45)î÷åâèäíûì îáðàçîì íå ñîâïàäàþùåìó ñ �îðìóëîé(37). Âîçâðàùàÿñü ê ïàðàìåòðè÷åñêîìó ïðåäñòàâëå�íèþ (32) è ïîëàãàÿ�tm20 = �� 1; (46)ïîëó÷èìg = � nt��d=2 g�; �(g) = � nt� �d=2 dg�;�2(g) = �zero(��)g� � gzero(��) �����!1 = �4; (47)7) Óñëîâèå t � 1 íóæíî äëÿ òîãî ÷òîáû �ëóêòóàöèè j'xj2â ãðàäèåíòíîì ÷ëåíå áûëè íåñóùåñòâåííû.514



ÆÝÒÔ, òîì 138, âûï. 3 (9), 2010 Àñèìïòîòèêà �-�óíêöèè â òåîðèè '4 : : :÷òî äàåò ðåçóëüòàòû äëÿ àñèìïòîòèê�(g) = dg; �(g) = 0; �2(g) = �4 (g !1): (48)Ïðè îöåíêå ïîñëåäíåãî ïðåäåëà â (47) ó÷òåíî, ÷òîgzero(t) = g� � 2nn+ 2 1t2 ;�zero(t) = � 8nn+ 2 1t2 ; t!1; (49)ãäå èñïîëüçîâàíû îïðåäåëåíèÿ �zero(t), gzero(t) è�îðìóëû (30) ðàáîòû [1℄. Ëþáîïûòíî, ÷òî ðåçóëü�òàò äëÿ �(g) ñîâïàäàåò ñ �îðìóëîé (13); ðàçëè÷èåðåçóëüòàòîâ äëÿ �(g) è �2(g) îáñóæäàåòñÿ â ðàçä. 7.Çàìåòèì, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå (42) äëÿ �óíêöèî�íàëüíûõ èíòåãðàëîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ âû�÷èñëåíèÿ íå òîëüêî ðåíîðìãðóïïîâûõ �óíêöèé, íîè íàáëþäàåìûõ âåëè÷èí. Ïðè ýòîì ïîñëåäíèå ïîëó�÷àþòñÿ â âèäå Aobs = �dAfA(t�); (50)ãäå dA � �èçè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü âåëè÷èíû Aobs.Èñïîëüçóÿ àíàëîãè÷íûå âûðàæåíèÿ äëÿ g è m,g = fg(t�); m2 = �2fm(t�); (51)ðåçóëüòàò (50) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäåAobs = mdAF (g); (52)íå ñîäåðæàùåì çàòðàâî÷íûõ ïàðàìåòðîâ g0, m0, �,ò. å. �îðìóëà (52) âûðàæàåò ñîáîé ¾òåîðåìó î ïåðå�íîðìèðóåìîñòè¿ äëÿ îáëàñòè ñèëüíîé ñâÿçè8). Ïîä�÷åðêíåì, ÷òî ìû íå ïåðåõîäèì ê êîíòèíóàëüíîìóïðåäåëó â çàòðàâî÷íîé òåîðèè è ñîõðàíÿåì ðåøåòêóêàê óäîáíûé âû÷èñëèòåëüíûé èíñòðóìåíò, èñêëþ�÷àÿ èç �èçè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ ëèøü ïîñòîÿííóþ ðå�øåòêè a. �àñêëàäûâàÿ ýêñïîíåíòó â óðàâíåíèè (42)ïî ãðàäèåíòíîìó ÷ëåíó, ìîæíî ïîëó÷àòü êîíñòðóê�òèâíûå ðàçëîæåíèÿ (52) ïî îòðèöàòåëüíûì ñòåïå�íÿì g.8) Äëÿ ïîëíîãî äîêàçàòåëüñòâà ïåðåíîðìèðóåìîñòè íóæíîèññëåäîâàòü âîïðîñ î âîçìîæíîñòè èñêëþ÷åíèÿ èç ðåçóëüòà�òîâ òèïà (52) èí�îðìàöèè î êîíêðåòíîì âèäå èíòåãðàëîâ ïå�ðåêðûòèÿ Jx. Çàìåòèì, ÷òî â êëàññè÷åñêèõ òåîðåìàõ î ïåðå�íîðìèðóåìîñòè [9, 22℄ íåçàâèñèìîñòü îò � äîêàçûâàåòñÿ íåäëÿ ñàìèõ âåëè÷èí (â ñèëüíîì ñìûñëå), à äëÿ èõ êîý��è�öèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ïî g (â ñëàáîì ñìûñëå). Ñèëüíîå è ñëà�áîå óòâåðæäåíèå ýêâèâàëåíòíû, åñëè ñóùåñòâóåò îäíîçíà÷íàÿïðîöåäóðà ñóììèðîâàíèÿ ðàñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ, ÷òî, íà íàøâçãëÿä, èìååò ìåñòî [23℄. Îäíàêî ïðè óñòàíîâëåíèè ýòîé ïðî�öåäóðû ïðèõîäèòñÿ èññëåäîâàòü àíàëèòè÷åñêèå ñâîéñòâà áî�ðåëåâñêèõ îáðàçîâ è, â ÷àñòíîñòè, äîêàçûâàòü îòñóòñòâèå [24℄ðåíîðìàëîííûõ ñèíãóëÿðíîñòåé [25, 26℄, ÷òî òðåáóåò ïåðåíîð�ìèðóåìîñòè èìåííî â ñèëüíîì ñìûñëå (ñì. êîììåíòàðèè â êîí�öå ðàáîòû [27℄). Ýêâèâàëåíòíîñòü ñèëüíîãî è ñëàáîãî óòâåð�æäåíèé, ïî-âèäèìîìó, ðåøàåò ïðîáëåìó çàâèñèìîñòè îò Jx,ïîñêîëüêó òàêàÿ çàâèñèìîñòü îòñóòñòâóåò â êîý��èöèåíòàõðàçëîæåíèÿ.

а б в�èñ. 3. Ïðîõîæäåíèå ðåãóëÿðíîé òî÷êè t0 ïðè óñëî-âèÿõ f 0(t0) 6= 0 (à), f 0(t0) = 0, f 00(t0) 6= 0 (á ),f 0(t0) = 0, f 00(t0) = 0, f 000(t0) 6= 0 (â). Ñïëîø-íûå ëèíèè � íàïðàâëåíèÿ âîçðàñòàíèÿ f(t), øòðè-õîâûå � íàïðàâëåíèÿ óáûâàíèÿ5. ÒÎÏÎËÎ�Èß Ò�ÀÅÊÒÎ�ÈÉ ÂÏËÎÑÊÎÑÒÈ tÏîñêîëüêó ðåçóëüòàòû (48) è (13) ðàçëè÷àþòñÿâ îòíîøåíèè �óíêöèé �(g) è �2(g), òî ïðåäñòàâëÿåòèíòåðåñ âûÿñíèòü óñëîâèÿ èõ ðåàëèçàöèè. Äëÿ ýòîãîòðåáóåòñÿ áîëåå äåòàëüíûé àíàëèç ïàðàìåòðè÷åñêî�ãî ïðåäñòàâëåíèÿ (1).Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî áåãóùèé ïàðàìåòð t äâèæåò�ñÿ ïî íåêîòîðîé íåïðåðûâíîé òðàåêòîðèè â êîì�ïëåêñíîé ïëîñêîñòè, âäîëü êîòîðîé ñîîòíîøåíèåg = f(t) îáåñïå÷èâàåò äåéñòâèòåëüíîñòü ïåðåíîð�ìèðîâàííîãî çàðÿäà g è åãî ìîíîòîííîå âîçðàñòà�íèå. Ïóñòü t0 � íåêîòîðàÿ òî÷êà òðàåêòîðèè. Åñ�ëè f 0(t0) 6= 0, òî ñóùåñòâóåò ðîâíî îäíî íàïðàâ�ëåíèå ïðîõîäà òî÷êè t0, âäîëü êîòîðîãî g îñòàåò�ñÿ äåéñòâèòåëüíûì (ðèñ. 3à): åñëè òðàåêòîðèÿ êà�êèì-òî îáðàçîì ïðèøëà â òî÷êó t0, òî îíà ïðîõî�äèò åå áåç èçìåíåíèÿ íàïðàâëåíèÿ. Åñëè f 0(t0) = 0,f 00(t0) 6= 0, òî äåéñòâèòåëüíîñòü g èìååò ìåñòî âäîëüäâóõ âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïðÿìûõ: åñòü äâàíàïðàâëåíèÿ âîçðàñòàíèÿ è äâà íàïðàâëåíèÿ óáûâà�íèÿ f(t) (ðèñ. 3á ). Ïîýòîìó òðàåêòîðèÿ, ïðèøåäøàÿâ òî÷êó t0, äîëæíà ïîâåðíóòü ïîä óãëîì �90Æ. Åñëèf 0(t0) = 0, f 00(t0) = 0, f 000(t0) 6= 0, òî èìåþòñÿ òðè íà�ïðàâëåíèÿ ðîñòà è òðè íàïðàâëåíèÿ óáûâàíèÿ f(t):òðàåêòîðèÿ, ïðèøåäøàÿ â òî÷êó t0, ìîæåò ïðîäîë�æàòüñÿ â òîì æå íàïðàâëåíèè èëè ïîâåðíóòü ïîäóãëîì �120Æ (ðèñ. 3â) è ò. ä. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ðå�ãóëÿðíîé äëÿ �óíêöèè f(t) òî÷êå òðàåêòîðèÿ íå ìî�æåò çàêîí÷èòüñÿ � âñåãäà åñòü íàïðàâëåíèå äëÿ ååïðîäîëæåíèÿ. Îíà ìîæåò çàêîí÷èòüñÿ ëèøü â ñèí�ãóëÿðíîé òî÷êå t (êîíå÷íîé èëè áåñêîíå÷íîé), ïðèïðèáëèæåíèè ê êîòîðîé g íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòà�åò, îñòàâàÿñü äåéñòâèòåëüíûì.Êàê ÿñíî èç �îðìóëû (9), êîíå÷íûå ñèíãóëÿðíûåòî÷êè t ñâÿçàíû ñ íóëÿìè èíòåãðàëîâ K2 è ~K2. Ñî�ãëàñíî [1℄, äëÿ êàæäîãî �óíêöèîíàëüíîãî èíòåãðàëàñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî íóëåé, ðàñïîëî�æåííûõ âäîëü ëó÷åé arg t = �3�=4 è ñãóùàþùèõñÿ515 9*
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K4K0~K2K2�èñ. 4. Ôðàãìåíò êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè t âäîëüëó÷à arg t = �3�=4. Òðàåêòîðèè íà÷èíàþòñÿ â íó-ëÿõ èíòåãðàëîâK0 èëè K4 è çàêàí÷èâàþòñÿ â íóëÿõK2 è ~K2íà áåñêîíå÷íîñòè. Èçìåíåíèþ g îò 0 äî 1 ñîîòâåò�ñòâóåò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî òðàåêòîðèé, íà÷èíà�þùèõñÿ â íóëÿõ K0 èëè K4 è çàêàí÷èâàþùèõñÿ âíóëÿõ K2 èëè ~K2 (ðèñ. 4). Íà íåáîëüøèõ îòðåçêàõëó÷åé arg t = �3�=4 êîðíè èíòåãðàëîâ ðàñïîëîæå�íû êâàçèïåðèîäè÷åñêè è åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òîâñå îíè çàìûêàþòñÿ äðóã íà äðóãà; ¾íåñêîìïåíñè�ðîâàííûìè¿ ìîãóò îêàçàòüñÿ ëèøü íåñêîëüêî êîð�íåé â îáëàñòè jtj � 1, êîòîðûå ìîãóò áûòü òîïîëîãè�÷åñêè ñâÿçàííûìè ñ òðàåêòîðèÿìè, èäóùèìè âäîëüäåéñòâèòåëüíîé îñè.Íåñêîëüêî ñëîâ î âîçìîæíîñòè óõîäà òðàåêòîðèèíà áåñêîíå÷íîñòü. Íà ïðèìåðå íóëü-ìåðíîãî ñëó÷àÿìîæíî ïðîñëåäèòü [1℄, ÷òî ïðè t = �ei� ðîñò � ïðèâî�äèò ê óáûâàíèþ g äî íóëÿ ïðè � < 3�=4 è âûõîäó íàïîñòîÿííîå çíà÷åíèå ïðè � > 3�=4; àíàëîãè÷íàÿ ñè�òóàöèÿ îæèäàåòñÿ â îáùåì ñëó÷àå. Ïðè d = 0 òðàåê�òîðèÿ óõîäèò íà áåñêîíå÷íîñòü âäîëü îòðèöàòåëüíîéïîëóîñè, íî çàòåì âîçâðàùàåòñÿ â êîíå÷íóþ ÷àñòüêîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, ò. å. òî÷êà t =1 ¾ïðîõîäèò�ñÿ¿, íî òðàåêòîðèÿ â íåé íå çàêàí÷èâàåòñÿ. Îêîí÷à�íèå æå òðàåêòîðèè â áåñêîíå÷íîé òî÷êå (ïðè ïîäõî�äå ïî äðóãîìó íàïðàâëåíèþ) ïðåäñòàâëÿåòñÿ ìàëîâå�ðîÿòíûì: äëÿ íåîãðàíè÷åííîãî ðîñòà g òðàåêòîðèÿäîëæíà óõîäèòü íà áåñêîíå÷íîñòü, ïîñòåïåííî ïðè�áëèæàÿñü ê îäíîìó èç ëó÷åé � = �3�=4; ïðè ýòîìîíà äîëæíà ïðîéòè ìèìî áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâàîñîáûõ òî÷åê è íå ñâåðíóòü íè â îäíó èç íèõ.Îñíîâíîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò òðàåêòîðèÿ, êî�òîðàÿ íà÷èíàåòñÿ ïðè t = +1 è èäåò âäîëü

g tà

á g tt2 t1t�1t1t2t�2
t

t�èñ. 5. Òîïîëîãèÿ òðàåêòîðèé â ïëîñêîñòè t äëÿñëó÷àåâ, êîãäà çàâèñèìîñòü g = f(t) íà äåéñòâè-òåëüíîé îñè ìîíîòîííà (à) è íåìîíîòîííà (á )äåéñòâèòåëüíîé îñè. Ïðè t � 1 èìååì î÷åâèäíîg / g0 = 1=t2, òîãäà êàê ïðè t� 1 âîçíèêàåò çàâèñè�ìîñòü g / t�d=2, îáñóæäàâøàÿñÿ â ðàçä. 3. Ïðè ïðî�ìåæóòî÷íûõ t âîçìîæíû äâà îñíîâíûõ ñöåíàðèÿ.à) Åñëè çàâèñèìîñòü g = f(t) íà äåéñòâèòåëüíîéîñè ñòðîãî ìîíîòîííà, òî f 0(t) 6= 0 è òðàåêòîðèÿ íåìîæåò ïîâåðíóòü â êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü: îíà ïðî�äîëæàåòñÿ äî t = 0, òîãäà êàê âñå êîðíè �óíêöèî�íàëüíûõ èíòåãðàëîâ ïðè êîìïëåêñíûõ t çàìûêàþòñÿäðóã íà äðóãà (ðèñ. 5à).á) Åñëè çàâèñèìîñòü g = f(t) íåìîíîòîííà íà äåé�ñòâèòåëüíîé îñè, òî â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå èìååòñÿòî÷êà ìàêñèìóìà t1 è òî÷êà ìèíèìóìà t2 (ðèñ. 5á ).Òîãäà òðàåêòîðèÿ, ïðèøåäøàÿ èç t = +1 â t = t1,äîëæíà ïîâåðíóòü (ñîãëàñíî ðèñ. 3á ) â òî÷êå t = t1ïîä ïðÿìûì óãëîì â âåðõíþþ (èëè íèæíþþ) ïîëó�ïëîñêîñòü è çàêîí÷èòüñÿ â îäíîé èç îñîáûõ òî÷åêt�1. Àíàëîãè÷íî, òðàåêòîðèÿ, èäóùàÿ âäîëü äåéñòâè�òåëüíîé îñè â òî÷êó t = 0, äîëæíà âûõîäèòü íà äåé�ñòâèòåëüíóþ îñü â òî÷êå t2, à íà÷èíàòüñÿ â íåêîòî�ðîé êîìïëåêñíîé òî÷êå t�2.Ïðè ïëàâíîì ïåðåõîäå îò ñëó÷àÿ (à) ê ñëó÷àþ (á)ïðîèñõîäèò ïåðåçàìûêàíèå òðàåêòîðèé (ñð. ðèñ. 5à516
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t�èñ. 6. Ôàêòè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü g = f(t) íà äåé-ñòâèòåëüíîé îñè áëèçêà ê ìàðãèíàëüíîéè ðèñ. 5á ), à â ìàðãèíàëüíîì ñëó÷àå t1 = t2 (ñîîòâåò�ñòâóþùåì òî÷êå ïåðåãèáà) � èõ ðàçâåòâëåíèå â ñîîò�âåòñòâèè ñ ðèñ. 3â. Ôàêòè÷åñêàÿ ñèòóàöèÿ (ðàçä. 6)áëèçêà ê ìàðãèíàëüíîé: çàâèñèìîñòü g = f(t) èìå�åò ïëàòî îò t � 1 äî t � (�=m)� (ðèñ. 6). Åñòå�ñòâåííî îæèäàòü, ÷òî èçìåíåíèåì ðåøåòî÷íîãî äåé�ñòâèÿ (14) îíà ìîæåò ¾îïðîêèäûâàòüñÿ¿ êàê ê ñëó�÷àþ (à), òàê è ê ñëó÷àþ (á). Ïîýòîìó óõîä òðàåêòî�ðèè â êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü (ñ ðåàëèçàöèåé ðåçóëü�òàòîâ (13)) èëè åå ñîõðàíåíèå íà äåéñòâèòåëüíîé îñè(ñ ðåàëèçàöèåé (48)) îïðåäåëÿåòñÿ ñïîñîáîì ðåãóëÿ�ðèçàöèè �óíêöèîíàëüíûõ èíòåãðàëîâ.6. ÈÍÔÎ�ÌÀÖÈß ÈÇ Ó�ÀÂÍÅÍÈß�ÅËË-ÌÀÍÍÀ�ËÎÓÓðàâíåíèå �åëë-Ìàííà �Ëîó ïîçâîëÿåò ïðîàíà�ëèçèðîâàòü ñâÿçü ïåðåíîðìèðîâàííîãî çàðÿäà g, îò�íîñÿùåãîñÿ ê ìàñøòàáó m, ñ åãî çíà÷åíèåì g� íàìàñøòàáå �; ïîñëåäíåå ïðÿìî ñâÿçàíî ñ çàòðàâî÷�íûì çàðÿäîì g0, íî íå ñîâïàäàåò ñ íèì (ñì. íèæå);ñîîòâåòñòâèå g� � g0 èìååò ìåñòî òîëüêî â îáëàñòèñëàáîé ñâÿçè.1. Äëÿ d = 4� � ñ ìàëûì � óðàâíåíèå �åëë-Ìàí-íà �Ëîó â îáëàñòè g . 1 ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäådgd lnm = �(g) = ��g + �2g2 (53)è èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó g� = �=�2. Èíòåãðèðóÿ(53) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì g = g� ïðè m = �, èìååìg = g� (�=m)�1 + �2g�[(�=m)� � 1℄=�; g; g� . 1: (54)Â îáëàñòè ñëàáîé ñâÿçè g� � g0 è ïðè �! 0 ïîëó÷à�åòñÿ èçâåñòíûé ðåçóëüòàò [29℄
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g�g��èñ. 7. Çàâèñèìîñòè g îò �=m ïðè ðàçëè÷íûõ g�(à) è çàâèñèìîñòè g îò g� ïðè ðàçëè÷íûõ �=m (á )g = g01 + �2g0 ln (�=m) : (55)Ñ òî÷êè çðåíèÿ óðàâíåíèÿ (53) ìàñøòàáû m è � íà�õîäÿòñÿ â ïðîèçâîëüíîì ñîîòíîøåíèè. Çàâèñèìîñòüg îò �=m ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé ïðè g� < g� è óáû�âàþùåé ïðè g� > g�, âûõîäÿ íà ïîñòîÿííûé ïðåäåëg� ïðè �=m!1 (ðèñ. 7à). Çàâèñèìîñòè g îò g� ïî�êàçàíû íà ðèñ. 7á; åñëè ïðèíÿòü äîïîëíèòåëüíî äëÿáîëüøèõ g �(g) = �1g; g � 1; (56)òàê ÷òî g = �m� ��1 g�; g; g� & 1; (57)òî ñòàíîâèòñÿ ÿñíî, ÷òî ýòè çàâèñèìîñòè ÿâëÿþòñÿ517
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�èñ. 8. Òîïîëîãèÿ òðàåêòîðèè â ïëîñêîñòè t äëÿd = 4� � ñ ìàëûì � ñîãëàñíî (59)ìîíîòîííûìè9) è íå îáëàäàþò íèêàêèìè ïàòîëîãèÿ�ìè.Îäíàêî, åñëè ñ÷èòàòü �=m áîëüøèì è ïðåíå�áðå÷ü åäèíèöåé â êâàäðàòíîé ñêîáêå (54)g = g0 (�=m)�1 + �2g0 (�=m)� =�; (58)òî ñèòóàöèÿ ìåíÿåòñÿ è áîëüøèå çíà÷åíèÿ g ñòàíî�âÿòñÿ íåäîñòèæèìûìè ïðè äåéñòâèòåëüíûõ g0; ïîëà�ãàÿ g0 = 1=t2, ïîëó÷èì ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëå�íèå (1) â âèäå g = (�=m)�t2 + �2 (�=m)� =� ;�(g) = ��t2 (�=m)�[t2 + �2 (�=m)� =�℄2 ; (59)ãäå òðàåêòîðèÿ â ïëîñêîñòè t ïîâîðà÷èâàåò ïðè t = 0ïîä ïðÿìûì óãëîì è çàêàí÷èâàåòñÿ â ïîëþñå Ëàíäàói[�2(�=m)�=�℄ (ðèñ. 8). Ìû âèäèì, ÷òî ïîâîðîò òðàåê�òîðèè â êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü íå ñîäåðæèò â ñåáåíè÷åãî íåîáû÷íîãî è ëåãêî âîçíèêàåò â ðåçóëüòàòååñòåñòâåííûõ ïðèáëèæåíèé; çàìåòèì, ÷òî ýòîò ïî�âîðîò íå ñîïðîâîæäàåòñÿ íèêàêèìè îñîáåííîñòÿìè�-�óíêöèè. Êîíå÷íî, óðàâíåíèÿ (59) ñïðàâåäëèâûëèøü ïðè g; g0 . 1, è íåëüçÿ áûòü óâåðåííûì íè âòî÷êå ïîâîðîòà t = 0 (ãäå g0 !1), íè â ïîëîæåíèèïîëþñà (ãäå g !1).Ñîãëàñíî (58), g èìååò ðåãóëÿðíîå ðàçëîæåíèåïî ïàðàìåòðó g0(�=m)�, êàê ýòî èìååò ìåñòî â äèà�ãðàììíûõ âû÷èñëåíèÿõ (ñì. íèæå) è êàê �óíêöèÿg0 ìåíÿåòñÿ íà ìàñøòàáå � (m=�)� � 1, ïðè ïðå�âûøåíèè êîòîðîãî îíà âûõîäèò íà êîíñòàíòó g�.9) Â îáùåì ñëó÷àå ýòî ÿñíî èç ðèñ. 7à, ãäå êðèâûå, ñîîò�âåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì g�, íå ïåðåñåêàþòñÿ ïðè êîíå÷íûõ�=m.

Âîçíèêàåò ïëàòî, êîòîðîå ñîõðàíÿåòñÿ äî ìàñøòàáàg0 � 1, êîãäà âîçíèêàþò îòëè÷èÿ g0 îò g� (ñì. íèæå(61)), ñòàíîâèòñÿ ñóùåñòâåííûì îòëè÷èå �-�óíêöèèîò (53) è ìåíÿåòñÿ ðåæèì ïåðåíîðìèðîâêè ìàññû(ñì. (35)); â ðåçóëüòàòå ïðîèñõîäèò ïåðåõîä ê ðåæè�ìó ñèëüíîé ñâÿçè, îáñóæäàâøåìóñÿ â ðàçä. 3, 4.2. Â ðàìêàõ äèàãðàììíîé òåõíèêè ðàçëîæåíèå gïî g0 èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó10):g = 1XN=1 [g0 (�=m)�℄N N�1XK=0AKN �� "1� (�=m)��� #K ; A01 = 1: (60)Ïîëàãàÿ m = �, ïîëó÷èì ñâÿçü g� ñ g0,g� = g0 + 1XN=2A0NgN0 � h(g0); (61)òàê ÷òî ñîîòâåòñòâèå g� � g0 âåðíî òîëüêî ïðè ìà�ëûõ g0. Åñëè çàâèñèìîñòè g îò g� ÿâëÿþòñÿ ìîíî�òîííûìè (ðèñ. 7á ), òî õàðàêòåð çàâèñèìîñòåé g îòg0 îïðåäåëÿåòñÿ �óíêöèåé h(g0). Åñëè ïðè ðîñòå g0�óíêöèÿ h(g0) ìîíîòîííî ìåíÿåòñÿ îò íóëÿ äî áåñêî�íå÷íîñòè, òî ðåàëèçóåòñÿ ñëó÷àé ðèñ. 5à è òðàåêòî�ðèÿ t îñòàåòñÿ íà äåéñòâèòåëüíîé îñè. Ïðè íåìîíî�òîííîé �óíêöèè h(g0) ðåàëèçóåòñÿ ñëó÷àé ðèñ. 5áè òðàåêòîðèè ïîâîðà÷èâàþò â êîìïëåêñíóþ ïëîñ�êîñòü. Åñëè h(g0) êîíå÷íà ïðè g0 ! 1, òî îñîáåí�íîñòü ïðè t = 0 èñ÷åçàåò è áîëüøèå g äîñòèãàþòñÿòîëüêî ïðè êîìïëåêñíûõ t. Ôóíêöèÿ h(g0) îïðåäå�ëÿåòñÿ êîý��èöèåíòàìè A0N , êîòîðûå ìîæíî èçìå�íÿòü, ìåíÿÿ ðåøåòêó èëè èíîé ñïîñîá ðåãóëÿðèçà�öèè.Îáû÷íî â äèàãðàììíûõ âû÷èñëåíèÿõ ïðè d < 4âåðõíèé ïðåäåë èíòåãðèðîâàíèÿ ïî èìïóëüñó ñ÷èòà�þò áåñêîíå÷íûì, ÷òî óñòðàíÿåò (�=m)�� â êâàäðàò�íîé ñêîáêå (60). Âîçíèêàåò ðàçëîæåíèåg = 1XN=1BN [g0 (�=m)�℄N ;BN = N�1XK=0AKN ��K ; (62)10) Â N-ïåòëåâîì ïðèáëèæåíèè èìååòñÿ èíòåãðèðîâàíèå ïîN èìïóëüñàì, êàæäîå èç êîòîðûõ äàåò ìíîæèòåëü k��, ñâî�äÿùèéñÿ ê ��� èm�� ïðè îöåíêå íà âåðõíåì è íèæíåì ïðåäå�ëàõ. Ïîýòîìó N-ïåòëåâîé âêëàä ñîäåðæèò ìíîæèòåëü uN+10 ,óìíîæåííûé íà îäíîðîäíûé ïîëèíîì N-é ñòåïåíè, ñîñòàâëåí�íûé èç ��� è m��. �åçóëüòàò (60) ïîëó÷àåòñÿ ïîñëå ó÷åòàñîîòíîøåíèÿ u0 = g0��, íàäëåæàùåé ãðóïïèðîâêè ÷ëåíîâ èâûäåëåíèÿ èç êîý��èöèåíòîâ ñòåïåíåé � äëÿ ñîîòâåòñòâèÿïðè �! 0 îáû÷íîìó ëîãàðè�ìè÷åñêîìó ðàçëîæåíèþ.518



ÆÝÒÔ, òîì 138, âûï. 3 (9), 2010 Àñèìïòîòèêà �-�óíêöèè â òåîðèè '4 : : :è ñâÿçü g� ñ g0g� = 1XN=1BN gN0 ; B1 = 1; (63)îêàçûâàåòñÿ îòëè÷íîé îò (61). Ýòî îòëè÷èå èìååòîñîáåííî ÿðêèé õàðàêòåð ïðè ìàëûõ �: åñëè ñîãëàñ�íî óðàâíåíèþ (61) (íå ñîäåðæàùåìó �) ñîîòíîøåíèåg� � g0 âåðíî äî ìàñøòàáà g0 � 1 , òî óðàâíåíèþ(63) ñîîòâåòñòâóåò ðåçóëüòàò g� = g0=(1 + g0=g�)(ñëåäóþùèé èç (58)) è çàâèñèìîñòü íàñûùàåòñÿ ïðèg0 � �. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïðè ïåðåõîäå îò �îðìó�ëû (61) ê óðàâíåíèþ (63) ìû íå ïðîèçâåëè íè÷åãîñåðüåçíîãî: ïðè d < 4 (ïîñëå ïåðåíîðìèðîâêè ìàññû)èíòåãðàëû ñõîäÿòñÿ íà áîëüøèõ èìïóëüñàõ è �èçè�÷åñêè íåñóùåñòâåííî, ñ÷èòàåòñÿ ëè âåðõíèé ïðåäåëèíòåãðèðîâàíèÿ áåñêîíå÷íûì èëè áîëüøèì, íî êî�íå÷íûì. Òåì íå ìåíåå ñâÿçü ïåðåíîðìèðîâàííîãî çà�ðÿäà ñ çàòðàâî÷íûì èñïûòûâàåò êàòàñòðî�è÷åñêèåèçìåíåíèÿ. Êîíå÷íî, ýòî íå îçíà÷àåò òàêèõ æå èçìå�íåíèé â íàáëþäàåìûõ âåëè÷èíàõ, à ëèøü óêàçûâàåòíà âîçìîæíîñòü äâóõ ñïîñîáîâ îïèñàíèÿ.à) Ïðè ïåðâîì ñïîñîáå îïèñàíèÿ, ñîîòâåòñòâóþ�ùåì âûðàæåíèþ (62) è âîçìîæíîì òîëüêî ïðè d < 4,ïðåäåë � ! 1 áåðåòñÿ íà ðàííåì ýòàïå è ðÿäû òå�îðèè âîçìóùåíèé ïî g ñòðîÿòñÿ â âèäå, íå ñîäåð�æàùåì èí�îðìàöèè îá îáðåçàíèè. Ýòè ðÿäû èìåþòäåéñòâèòåëüíûå êîý��èöèåíòû è ïðè îáû÷íûõ ñïî�ñîáàõ ñóììèðîâàíèÿ [23℄ äàþò äåéñòâèòåëüíûå çíà�÷åíèÿ íàáëþäàåìûõ. �åçóëüòàòû, íå çàâèñÿùèå îòîáðåçàíèÿ, íå ìîãóò ãëàäêî ñøèòüñÿ ñ ðåøåòî÷íû�ìè ðàçëîæåíèÿìè ðàçä. 3, 4, è óõîä òðàåêòîðèè t âêîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííî ïîíÿò�íûì.á) Ïðè âòîðîì ñïîñîáå îïèñàíèÿ, ñîîòâåòñòâóþ�ùåì âûðàæåíèþ (60) è åäèíñòâåííî âîçìîæíîì ïðèd = 4 (ò. å. â àêòóàëüíîé òåîðèè ïîëÿ)11), ïðåäïîëàãà�åòñÿ ÿâíûé ñïîñîá ðåãóëÿðèçàöèè. Ïðè ýòîì ðåíîð�ìãðóïïîâûå �óíêöèè, �óíêöèè �ðèíà è ïð. â ðå�çóëüòàòå ïåðåíîðìèðîâîê èìåþò êîíå÷íûé ïðåäåëïðè � ! 1, íî ñîõðàíÿþò çàâèñèìîñòü îò ñïîñî�áà îáðåçàíèÿ (ïîñêîëüêó îò íåãî çàâèñèò îïðåäåëå�íèå çàðÿäà), èñ÷åçíîâåíèå êîòîðîé îæèäàåòñÿ ëèøüâ íàáëþäàåìûõ âåëè÷èíàõ. Ïðè ýòîì ñïîñîáå îïèñà�íèÿ ñîõðàíåíèå òðàåêòîðèè t íà äåéñòâèòåëüíîé îñèïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì õîòÿ áû äëÿ íåêîòîðûõðåãóëÿðèçàöèé.11) Ôàêòè÷åñêè îí áîëåå åñòåñòâåí è â �èçèêå êîíäåíñèðî�âàííîãî ñîñòîÿíèÿ, ãäå îáðåçàíèå çàâåäîìî ñóùåñòâóåò, à êîí�òèíóàëüíûé ïðåäåë âîçìîæåí ëèøü òîãäà, êîãäà ýòî íå ïðè�âîäèò ê ïàòîëîãèÿì.

Ïðèìåð ìàëûõ � íàãëÿäíî ïîêàçûâàåò, ÷òî êîì�ïëåêñíîñòü çàòðàâî÷íîãî çàðÿäà g0 íå ñâÿçàíà íè ñêàêèìè ïàòîëîãèÿìè è íå èìååò �èçè÷åñêîãî ñìûñ�ëà. 3. Â ðàìêàõ ðàçëîæåíèÿ (62) ñâÿçü g è g0 ïîëíî�ñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ �-�óíêöèåé è ìîæåò áûòü ïðî�àíàëèçèðîâàíà â îáùåì âèäå. Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå�åëë-Ìàííà �Ëîóexpf��F (g)g = � �m�� expf��F (g�)g;F (g) = Z dg�(g) (64)è ïîëàãàÿ �(g) = ( ��g; g ! 0;!(g � g�); g ! g�; (65)ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü (64) ðåãóëÿðíà ïîg è ïðè ìàëûõ g èìååì g � (�=m)�g� � (�=m)�g0.Åñëè îïðåäåëèòü ñâÿçü g� è g0 òàê, ÷òîexpf��F (g)g = (�=m)� g0;g0 = expf��F (g�)g; (66)òî g îêàæåòñÿ ðåãóëÿðíîé �óíêöèåé ïàðàìåòðàg0(�=m)�, êàê ýòî òðåáóåòñÿ ðàçëîæåíèåì (62). Ïðèg ! g� ïîëó÷èì èç óðàâíåíèÿ (66)g� � g = ��m��! g�!=�0 = � �m��! t2!=� (67)è ïîâîðîò â êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü ïðîèñõîäèò âòî÷êå t = 0 ïîä óãëîì� = �2 �! ; (68)òàê ÷òî êîìïëåêñíûå t ñîîòâåòñòâóþò ñóùåñòâåííîêîìïëåêñíûì (à íå ïðîñòî îòðèöàòåëüíûì) çíà÷åíè�ÿì g0. Ïðè ýòîì âñÿ êàðòèíà îêàçûâàåòñÿ êà÷åñòâåí�íî òàêîé æå, êàê â ñëó÷àå ìàëûõ �: â ÷àñòíîñòè, çà�âèñèìîñòè g îò g0 è �=m îäèíàêîâû è ñîîòâåòñòâó�þò íèæíåé êðèâîé ðèñ. 7à: îíà èìååò ïîñòîÿííûéïðåäåë g� ïðè g0 !1, ÷òî îáû÷íî è ñ÷èòàåòñÿ ïðå�äåëîì ñèëüíîé ñâÿçè òåîðèè '4 [30℄.Òàêèì îáðàçîì, â ðåíîðìèðîâî÷íîé ñõåìå, îáùå�ïðèíÿòîé â òåîðèè �àçîâûõ ïåðåõîäîâ [12℄ è ñîîòâåò�ñòâóþùåé ðàçëîæåíèþ (62), ïîâîðîò â êîìïëåêñíóþïëîñêîñòü ÿâëÿåòñÿ íåèçáåæíûì, à îñîáåííîñòü ïðèt = 0 âîîáùå îòñóòñòâóåò. Ïðîòèâîðå÷èÿ ñ ðàçä. 3â ýòîì íåò, òàê êàê îïðåäåëåíèå çàòðàâî÷íîãî çàðÿ�äà â ýòîé ñõåìå (ñì. (63)) çàâåäîìî îòëè÷íî îò òîãî,êîòîðîå èñïîëüçóåòñÿ â ðåøåòî÷íîé âåðñèè �óíêöè�îíàëüíûõ èíòåãðàëîâ (ñì. (61)).519



È. Ì. Ñóñëîâ ÆÝÒÔ, òîì 138, âûï. 3 (9), 20107. ÑÈÒÓÀÖÈß Ñ ÀÍÎÌÀËÜÍÛÌÈ�ÀÇÌÅ�ÍÎÑÒßÌÈÑîãëàñíî ðàçä. 6, ïîâîðîò òðàåêòîðèè t â êîì�ïëåêñíóþ ïëîñêîñòü èëè åå ñîõðàíåíèå íà äåéñòâè�òåëüíîé îñè îïðåäåëÿþòñÿ ðåíîðìèðîâî÷íîé ñõåìîé,ò. å. ñâÿçàí ñî ñïîñîáîì îïèñàíèÿ, íå èìåþùèì �èçè�÷åñêîãî ñìûñëà. �åçóëüòàòû äëÿ àñèìïòîòèêè �(g)ïîäòâåðæäàþò ýòó òî÷êó çðåíèÿ: îíè îäèíàêîâû äëÿñèíãóëÿðíîñòè ïðè t = 0 è ñèíãóëÿðíîñòè â êîì�ïëåêñíîé òî÷êå t (ñð. (48) è (13)). Äëÿ �óíêöèé�(g) è �2(g) ðåçóëüòàòû (48) è (13) ðàçëè÷íû; îäíà�êî �àêòè÷åñêè àíîìàëüíûå ðàçìåðíîñòè èìåþò �è�çè÷åñêèé ñìûñë ëèøü âáëèçè íåïîäâèæíîé òî÷êèðåíîðìãðóïïû g�, òîãäà êàê âäàëè îò íåå ÿâëÿþò�ñÿ òåõíè÷åñêèìè êîíñòðóêöèÿìè, èìåþùèìè ñìûñëëèøü â êîíêðåòíîé ñõåìå. Äåéñòâèòåëüíî, �(g) è�2(g) îïðåäåëÿþòñÿ Z-�àêòîðàìè, êîòîðûå ïî îïðå�äåëåíèþ íå èìåþò �èçè÷åñêîãî ñìûñëà, òàê êàê íåâõîäÿò â íàáëþäàåìûå âåëè÷èíû. Ëèøü áëàãîäàðÿîñîáîé ñèòóàöèè âáëèçè êðèòè÷åñêîé òî÷êè ñèíãó�ëÿðíîå ïîâåäåíèå Z-�àêòîðîâ ïðîÿâëÿåòñÿ â íàáëþ�äàåìûõ âåëè÷èíàõ. Ïîÿñíèì ýòî íà ïðèìåðå �óíê�öèè �(g).Êàê èçâåñòíî èç òåîðèè �àçîâûõ ïåðåõîäîâ, âåð�øèíà �(0;2)R (îáðàòíûé ïåðåíîðìèðîâàííûé ïðîïàãà�òîð) ïðè m2 > 0 èìååò ðåãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå ïðèìàëûõ p è ñèíãóëÿðíîå ïîâåäåíèå ïðè áîëüøèõ�(0;2)R (p) == ( m2 + p2 + �1p4 + �2p6 + : : : ; p . ��1;� p2��; p & ��1: (69)�åãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿìðåíîðìãðóïïû ïðè ïðîèçâîëüíûõ êîý��èöèåíòàõ�1; �2; : : : , òàê ÷òî â ïðèíöèïå ìîæíî ïîëîæèòü�1 = �2 = : : : = 0 è âûáðàòü ðåãóëÿðíîå ðå�øåíèå m2 + p2 ïðè ïðîèçâîëüíûõ p. �åçóëüòàò�(0;2)R (p) � p2�� ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåìòîëüêî ïðè m2 = 0 (â òî÷êå ïåðåõîäà), à åãî ñïðà�âåäëèâîñòü äëÿ p & ��1 ïðè êîíå÷íûõ m2 òðåáó�åò äîïîëíèòåëüíîé àðãóìåíòàöèè: îí íå ïðîòèâîðå�÷èò ðåãóëÿðíîìó ðàçëîæåíèþ, åñëè êîý��èöèåíòû�1; �2; : : : âûáðàíû íàäëåæàùèì îáðàçîì è îáåñïå�÷èâàþò àñèìïòîòèêó p2�� ïðè áîëüøèõ p. Â ðàññìàò�ðèâàåìîì ñëó÷àå çíà÷åíèå � ïðè îäíîì ñïîñîáå îïè�ñàíèÿ ðàâíî íóëþ è óêàçûâàåò íà ðåàëèçàöèþ ðåãó�ëÿðíîãî ðåøåíèÿ m2 + p2 ïðè ïðîèçâîëüíûõ p. Íîòàêîå ðåøåíèå äîïóñòèìî âñåãäà è íå ïðîòèâîðå÷èòçíà÷åíèþ � = 2, ïîëó÷åííîìó ïðè äðóãîì ñïîñîáåîïèñàíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî èíñòàíòîííûå âû÷èñëåíèÿÏîëÿêîâà [31℄ (ñì. òàêæå [32℄) ìîãóò áûòü èíòåðïðå�

òèðîâàíû [21℄ êàê ðåøåíèå îäíîìåðíîé òåîðèè '4 âïðåäåëå g0 !1; ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò äëÿ ïàðíîãîêîððåëÿòîðàG2(x; y) = A exp(�mjx� yj)êàê ðàç ñîîòâåòñòâóåò �(0;2)R (p) = m2 + p2 â èìïóëüñ�íîì ïðåäñòàâëåíèè.Ïðîâåäåì ðàññóæäåíèÿ áîëåå �îðìàëüíî, èñõîäÿèç óðàâíåíèÿ Êàëëàíà �Ñèìàí÷èêà12)� �� ln�+�(g) ��g+m(g) �� ln � ��(g)� ~�(0;2)R = 0; (70)ãäå �� ïðîèçâîëüíûé ìàñøòàá èìïóëüñà, � / Æm20 �ðàññòîÿíèå äî ïåðåõîäà, è m(g) = 2 � ��1(g) == �(g)��2(g). Åãî îáùåå ðåøåíèå ïðè êîíå÷íûõ p è� ìîæíî çàïèñàòü â âèäå~�(0;2)R (p; �) = �2 exp�Z dg �(g)� 2�(g) ��� F � p� exp Z dg�(g) ; ��2 exp Z dg�(g)�(g)� ; (71)ãäå F (x; y) � ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ. Ñ÷èòàÿ, ÷òî�(g) è �(g) ïîñòîÿííû â èíòåðåñóþùåì íàñ èíòåðâà�ëå çíà÷åíèé g, èìååì~�(0;2)R (p; �) = �2A(g)��2 �� F � p�A(g); ��2A(g)1=�� ; (72)ãäå A(g) ñ ó÷åòîì (65), (56) èìååò âèäA(g) = exp Z dg�(g) == 8>>>>>><>>>>>>: � g�1=�; g ! 0;� (g � g�)1=!; g ! g�;� g1=�1 ; g !1: (73)Äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîíå÷íîãî ðåøåíèÿ â ëþáîì èç òðåõïðåäåëîâ (êîãäà A(g) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ èëè ê áåñ�êîíå÷íîñòè) åãî íóæíî êîíñòðóèðîâàòü òàê, ÷òîáûçàâèñèìîñòü îò A(g) èñ÷åçàëà. Äëÿ p = 0 èëè � = 012) Â èñõîäíîé ðåíîðìèðîâî÷íîé ñõåìå, ñîîòâåòñòâóþùåé(7), (8), óðàâíåíèå Êàëëàíà �Ñèìàí÷èêà èìååò ïðàâóþ ÷àñòü(ñì. [20, Se. VI.A℄) è íåóäîáíî äëÿ èññëåäîâàíèÿ. Ìû èìååìöåëüþ ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ëèøü ïðèíöèïèàëüíóþ âîçìîæ�íîñòü ýêâèâàëåíòíîñòè ñèòóàöèé � = 0 è � = 2, è ïîëüçóåìñÿáîëåå óäîáíîé ñõåìîé [20, Se. VI.C℄, îòìå÷àÿ òèëüäîé äðóãîéñïîñîá ðåíîðìèðîâêè �(0;2).520



ÆÝÒÔ, òîì 138, âûï. 3 (9), 2010 Àñèìïòîòèêà �-�óíêöèè â òåîðèè '4 : : :èìååì ñîîòâåòñòâåííî F (0; y) � y� è F (x; 0) � x� ñ� = �(2� �) è � = 2� �, ÷òî äàåò èçâåñòíûå ðåçóëü�òàòû~�(0;2)R (0; �) � ��(2��); ~�(0;2)R (p; 0) � p2��: (74)Â îáùåì ñëó÷àå ìîæíî ïðèíÿòü F (x; y) � x�y� ñ� = �(2� � � �), òàê ÷òî~�(0;2)R (p; �) � �2 � ��2��(2��)� p����1�2� �� (75)ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ïðè ïðîèçâîëüíîì �. Â îáùåìñëó÷àå ðåøåíèå ìîæåò èìåòü âèä ñóïåðïîçèöèè�óíêöèé âèäà (75); â ÷àñòíîñòè, äëÿ ðåãóëÿðíîãîðàçëîæåíèÿ ïî p2~�(0;2)R (p; �) = �2� ��2��(2��) 1Xs=0As � p����1�2��2s == A0�2� ��2��(2��) +A1p2� ��2���� ++A2 p4�2 � ��2��2���� + : : : (76)Ïîëàãàÿ ~Z = (�=�2)�� , m2 = �2(�=�2)2� , A0 = A1 == 1, èìååì~�(0;2)R (p; �) = ~Z�1�m2 + p2 +A2 p4m2 + : : :� ; (77)ò. å. ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå âîçìîæíî ïðè ïðîèçâîëü�íîì çíà÷åíèè �, êàê è óêàçûâàëîñü âûøå. Òàêèì îá�ðàçîì, ïðåäåëû � ! 0 è � ! 2 äåéñòâèòåëüíî ìîãóòñîîòâåòñòâîâàòü îäíîé è òîé æå �èçè÷åñêîé ñèòóà�öèè.�åçóëüòàòû äëÿ íóëåâûõ èìïóëüñîâ òèïà m2 �� �2� è ~�(0;2)R (0; �) � ��(2��) ÿâëÿþòñÿ êîíñòðóê�òèâíûìè ëèøü âáëèçè êðèòè÷åñêîé òî÷êè, êîãäà ñî�îòíîøåíèÿ íàáëþäàåìûõ âåëè÷èí ñ çàðÿäàìè ðå-íîðìãðóïïû ìîãóò áûòü ëèíåàðèçîâàíû è ðàññòîÿ�íèå äî ïåðåõîäà � îïðåäåëÿåòñÿ ëèíåéíûì îòêëîíå�íèåì óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà îò êðèòè÷åñêîãî çíà�÷åíèÿ. Âäàëè îò òî÷êè ïåðåõîäà òàêèå ñîîòíîøåíèÿíå íåñóò ñóùåñòâåííîé èí�îðìàöèè, òàê êàê ðàññòî�ÿíèå äî ïåðåõîäà ìîæåò îïðåäåëÿòüñÿ ðàçíûìè ñïî�ñîáàìè.8. ÇÀÊËÞ×ÈÒÅËÜÍÛÅ ÇÀÌÅ×ÀÍÈßÎñíîâíîé àðãóìåíò ïðîòèâ êîìïëåêñíûõ çà�òðàâî÷íûõ ïàðàìåòðîâ îñíîâàí íà ïðåäñòàâëåíèè

S-ìàòðèöû ÷åðåç äàéñîíîâñêóþ T -ýêñïîíåíòó, ñî�ãëàñíî êîòîðîìó ýðìèòîâîñòü çàòðàâî÷íîãî ãàìèëü�òîíèàíà ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîé äëÿ óíèòàðíîñòèòåîðèè.Ôàêòè÷åñêè, ñèòóàöèÿ ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñëîæ�íîé, ÷òî ÿñíî èç àêñèîìàòè÷åñêîé êîíñòðóêöèèS-ìàòðèöû, ïðåäëîæåííîé Áîãîëþáîâûì [9℄: ñî�ãëàñíî åé, íàèáîëåå îáùèé âèä S-ìàòðèöû äàåòñÿT -ýêñïîíåíòîé îò iA, ãäå A ÿâëÿåòñÿ ñóììîé (à)çàòðàâî÷íîãî äåéñòâèÿ, è (á) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè¾ïîñòîÿííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ¿, îïðåäåëÿåìûõ êâà�çèëîêàëüíûìè îïåðàòîðàìè. Â ðåãóëÿðèçîâàííîéòåîðèè ¾ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ¿ ìîæíî ïîëî�æèòü ðàâíûìè íóëþ è âåðíóòüñÿ ê äàéñîíîâñêîé�îðìå S-ìàòðèöû. Îäíàêî â ïðîöåññå ïåðåíîðìè�ðîâêè ýòè ïîñòîÿííûå ñ÷èòàþòñÿ îòëè÷íûìè îòíóëÿ è âûáèðàþòñÿ èç óñëîâèÿ îòñóòñòâèÿ ðàñõî�äèìîñòåé; çàòåì ýòè ïîñòîÿííûå âêëþ÷àþòñÿ âäåéñòâèå çà ñ÷åò èçìåíåíèÿ åãî ïàðàìåòðîâ. Ïîýòî�ìó äëÿ èñòèííî êîíòèíóàëüíîé òåîðèè S-ìàòðèöàîïðåäåëÿåòñÿ ïåðåíîðìèðîâàííûì äåéñòâèåì, òî�ãäà êàê çàòðàâî÷íûé ãàìèëüòîíèàí è óðàâíåíèåØðåäèíãåðà ÿâëÿþòñÿ ïëîõî îïðåäåëåííûìè; ñýòîé òî÷êè çðåíèÿ, êîìïëåêñíîñòü çàòðàâî÷íûõïàðàìåòðîâ íå èìååò íèêàêîãî çíà÷åíèÿ.Íåêîòîðûå âîïðîñû îñòàþòñÿ â îòíîøåíèè ðåãó�ëÿðèçîâàííîé òåîðèè, êîãäà è çàòðàâî÷íûé, è ïå�ðåíîðìèðîâàííûé ëàãðàíæèàíû èìåþò ñìûñë, è âîòíîøåíèè óíèòàðíîñòè òåîðèè âîçìîæíû ïðîòèâî�ðå÷èâûå ñóæäåíèÿ. Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ îáñóæäà�ëàñü â ñâÿçè ñ òî÷íî ðåøàåìîé ìîäåëüþ Ëè [3℄, äëÿêîòîðîé13) g2 = g201 + g20=g2 (78)è çàòðàâî÷íûé çàðÿä g0 ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíûì äëÿáîëüøèõ çíà÷åíèé ïåðåíîðìèðîâàííîãî çàðÿäà g(ðèñ. 9). Ñîãëàñíî ðàáîòå [4℄, ìîäåëü Ëè �èçè÷åñêèíåóäîâëåòâîðèòåëüíà äëÿ g > g èç-çà íàëè÷èÿ ñî�ñòîÿíèé ñ îòðèöàòåëüíîé íîðìîé (¾ghost states¿);íî íåäàâíî âûÿñíåíî [5, 6℄, ÷òî ïðîáëåìà ¾äóõîâ¿âïîëíå ðåøàåìà è ìîäåëü Ëè ÿâëÿåòñÿ ïðèåìëåìîé�èçè÷åñêîé òåîðèåé. Îñíîâíàÿ èäåÿ ðàáîòû [5℄ ñî�ñòîèò â òîì, ÷òî àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ïà�ðàìåòðîâ ãàìèëüòîíèàíà â êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòüäîëæíî ñîïðîâîæäàòüñÿ ìîäè�èêàöèåé ñêàëÿðíî�ãî ïðîèçâåäåíèÿ äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ãèëüáåðòîâàïðîñòðàíñòâà,(f; g) = Z f�(x)g(x)dx ! (f; g)G = (f; Ĝg); (79)13) Ñð. ñ �îðìóëîé Ëàíäàó, Àáðèêîñîâà, Õàëàòíèêîâà äëÿêâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêè [29℄.521
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�èñ. 9. Ñâÿçü ïåðåíîðìèðîâàííîãî çàðÿäà ñ çàòðà-âî÷íûì â ìîäåëè Ëèè ïðè íàäëåæàùåì âûáîðå îïåðàòîðà Ĝ çàòðàâî÷�íûé ãàìèëüòîíèàí îêàçûâàåòñÿ ýðìèòîâûì îòíîñè�òåëüíî íîâîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Â ðåçóëüòà�òå âñå ñîñòîÿíèÿ ìîäåëè Ëè èìåþò ïîëîæèòåëüíóþíîðìó, à S-ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíîé. Àíàëîãè÷�íàÿ ïðîöåäóðà äîëæíà ñóùåñòâîâàòü â îáùåì ñëó÷àåäëÿ óñòðàíåíèÿ óêàçàííîãî ïðîòèâîðå÷èÿ.Ôàêòè÷åñêè îïðåäåëåíèå çàðÿäà íåîäíîçíà÷íîèç-çà íåîäíîçíà÷íîñòè ðåíîðìèðîâî÷íîé ñõåìû [11℄,ñâÿçàííîé ñ ïðîèçâîëüíîñòüþ ¾ïîñòîÿííûõ èíòåãðè�ðîâàíèÿ¿ â áîãîëþáîâñêîé êîíñòðóêöèè; ïîýòîìóêîìïëåêñíîñòü g0 èìååò îòíîñèòåëüíûé ñìûñë.Ñèíãóëÿðíîñòè ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ(1) ïðè t = 0 è â êîìïëåêñíîé òî÷êå t ìîãóòïåðåâîäèòüñÿ îäíà â äðóãóþ ïóòåì ïåðåîïðåäåëåíèÿçàòðàâî÷íîãî çàðÿäà g0. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ðåçóëüòàòíàñòîÿùåé ðàáîòû äëÿ �-�óíêöèè ñîâïàäàåò ñòåì, êîòîðûé ïîëó÷åí â [1℄ èç ñîâåðøåííî äðóãèõñîîáðàæåíèé.Çàìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò äëÿ àñèìï-òîòèêè �-�óíêöèè èìååò ïðîñòîé ñìûñë. Èñïîëüçóÿ(9), (39), ìîæíî çàïèñàòüg = �md K4K0K22 ; m2 = K2~K2 : (80)Äëÿ çàâèñèìîñòè g / md ðåçóëüòàò �(g) = d g òðè�âèàëüíî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ (8) äëÿ �-�óíêöèè.Åãî ñïðàâåäëèâîñòü â àñèìïòîòè÷åñêîé îáëàñòè îáåñ�ïå÷åíà ïðè âûïîëíåíèè ñëåäóþùèõ óñëîâèé: (à) ïðå�äåë m!1 ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí ïðè ïîñòîÿííîìçíà÷åíèè äðîáè K4K0=K22 , è (á) ýòîò ïðåäåë âîçìî�æåí çà ñ÷åò èçìåíåíèÿ òîëüêî m0 (ïðè ïîñòîÿííûõg0 è �). Ýòè óñëîâèÿ ëåãêî âûïîëíÿþòñÿ âáëèçè êîð�íÿ ~K2 â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Äëÿ îñîáåííîñòèïðè t = 0 óêàçàííûå óñëîâèÿ áóêâàëüíî íå âûïîëíå�íû, íî ñïðàâåäëèâû â îñëàáëåííîé �îðìå: çà ñ÷åò
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m

t4t2t1 t3
�èñ. 10. Äëÿ îñîáåííîñòè â òî÷êå t = 0 çàâèñè-ìîñòü g / md ìîæíî ¾ñêëåèòü èç êóñî÷êîâ¿èçìåíåíèÿ m0 ìîæíî îáåñïå÷èòü èçìåíåíèå m ïðèK4K0=K22 = onst â íåêîòîðîì øèðîêîì èíòåðâàëå,òîãäà êàê ïóòåì èçìåíåíèÿ t ýòîò èíòåðâàë ìîæíîñäâèãàòü â îáëàñòü âñå áîëüøèõ è áîëüøèõ çíà÷åíèé(ðàçä. 4). Ïîýòîìó âûáðàâ íåêîòîðóþ óáûâàþùóþïîñëåäîâàòåëüíîñòü t1 > t2 > t3 : : : , çàâèñèìîñòüg / md ìîæíî ¾ñêëåèòü èç êóñî÷êîâ¿ (ðèñ. 10).Â îòíîøåíèè ïðåäëîæåííîé ñõåìû âîçìîæíûâîçðàæåíèÿ, ÷òî �óíêöèîíàëüíûå èíòåãðàëû èñ�ïîëüçóþòñÿ â ¾íå�èçè÷åñêîì¿ ðåæèìå � . a. Îäíà�êî (ñ êîíñåðâàòèâíîé òî÷êè çðåíèÿ) ìîæíî âîîáùåâîçðàæàòü ïðîòèâ ðåøåòî÷íîé èíòåðïðåòàöèè �óíê�öèîíàëüíûõ èíòåãðàëîâ, êàê è ïðîòèâ ëþáîãî äðó�ãîãî ñïîñîáà ðåãóëÿðèçàöèè14). Îñíîâíûì àðãóìåí�òîì â ïîëüçó äîïóñòèìîñòè òàêîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿâîçìîæíîñòü óñòðàíèòü èç �èçè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîââñå àòðèáóòû çàòðàâî÷íîé òåîðèè; íî ýòî âåðíî èâ ïðåäëàãàåìîé ñõåìå, ïî êðàéíåé ìåðå â îòíîøå�íèè ðåçóëüòàòîâ (48). Çàòðàâî÷íàÿ òåîðèÿ ÿâëÿåòñÿâñïîìîãàòåëüíîé êîíñòðóêöèåé è ïðåäúÿâëÿòü ê íåéêàêèå-òî ¾�èçè÷åñêèå¿ òðåáîâàíèÿ íåêîððåêòíî. Ñäðóãîé ñòîðîíû, ìîæíî óñèëèòü óñëîâèÿ (44) è ïå�ðåéòè ê ïðåäåëót! 0; �!1; t� = onst: (81)Òîãäà ïåðåõîä ê âûðàæåíèþ (42) íå ñâÿçàí íè ñêàêèìè ïðèáëèæåíèÿìè, íî îíî ñîõðàíÿåò ñòðîãóþýêâèâàëåíòíîñòü òåîðèè '4 ïðè ñïåöèàëüíîì âûáî�ðå çàòðàâî÷íûõ ïàðàìåòðîâ: ýòî îáåñïå÷èâàåò ñîõðà�íåíèå �îðìû ëàãðàíæèàíà â ïðîöåññå ïåðåíîðìè�ðîâîê. Ïðè t� � 1 ðåçóëüòàò (42) óäîâëåòâîðÿåòâñåì �èçè÷åñêèì òðåáîâàíèÿì è ñîîòâåòñòâóåò çà�14) Òàêèå èäåè âîçíèêàþò, íàïðèìåð, â ñâÿçè ñ êîíöåïöè�åé ðåíîðìàëîíîâ [25, 26℄: ðåíîðìàëîííûå ñèíãóëÿðíîñòè îáó�ñëîâëåíû ñêîëü óãîäíî áîëüøèìè èìïóëüñàìè è óñòðàíÿþòñÿïðè ëþáîé ðåãóëÿðèçàöèè.522



ÆÝÒÔ, òîì 138, âûï. 3 (9), 2010 Àñèìïòîòèêà �-�óíêöèè â òåîðèè '4 : : :âåäîìî ïðàâèëüíîé òåîðèè; ïðè t� . 1 îí ÿâëÿ�åòñÿ åå ñòðîãèì àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì. Íà�êîíåö, â �èçèêå êîíäåíñèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ðå�øåòî÷íûé ãàìèëüòîíèàí ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì ìè�êðîñêîïè÷åñêèì ãàìèëüòîíèàíîì è ìîæåò èñïîëüçî�âàòüñÿ â ëþáîì ðåæèìå. Ïîýòîìó ðåçóëüòàòû (48)çàâåäîìî ñïðàâåäëèâû â òåîðèè �àçîâûõ ïåðåõîäîâ.Íåñêîëüêî ñëîâ î çàâèñèìîñòè ðåçóëüòàòîâ îòêîí�èãóðàöèè èíòåãðàëîâ ïåðåêðûòèÿ Jx. Â ïðèí�öèïå ìîæíî íå ñòðåìèòüñÿ ê èñêëþ÷åíèþ Jx â îá�ùåì âèäå, à âûáðàòü èõ òàê, ÷òîáû ðåøåòî÷íûéñïåêòð �(p) ìàêñèìàëüíî òî÷íî ñîâïàäàë ñ êâàäðà�òè÷íûì. �åçóëüòàò òàêîé ïðîöåäóðû èçâåñòåí è ñî�îòâåòñòâóåò ïðèáëèæåíèþ ïî÷òè ñâîáîäíûõ ýëåêòðî�íîâ â òåîðèè òâåðäîãî òåëà. Ïðè ýòîì èñòèííîé òå�îðèè ïîëÿ áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü íå êîíòèíóàëüíûéïðåäåë a! 0, à ïðåäåë ¾ïóñòîé ðåøåòêè¿.Â çàêëþ÷åíèå çàìåòèì, ÷òî âåðõíÿÿ îöåíêà äëÿìàññû ¾õèããñà¿, îñíîâàííàÿ íà òðèâèàëüíîñòè òåî�ðèè '4 [33℄ (¾triviality bound¿), îêàçûâàåòñÿ íåñîñòî�ÿòåëüíîé. Ïðè àñèìïòîòèêå �(g) � g ïîëþñ Ëàíäàóîòñóòñòâóåò è íèêàêèõ âíóòðåííèõ îãðàíè÷åíèé íàïðèìåíèìîñòü Ñòàíäàðòíîé ìîäåëè, ïîäðàçóìåâàå�ìûõ â ýòîé îöåíêå, íà ñàìîì äåëå íå ñóùåñòâóåò.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. È. Ì. Ñóñëîâ, ÆÝÒÔ 134, 490 (2008).2. È. Ì. Ñóñëîâ, ÆÝÒÔ 135, 1129 (2009).3. T. D. Lee, Phys. Rev. 95, 1329 (1954).4. G. K�allen and W. Pauli, Mat.-Fyz. Medd. 30, �7(1955).5. C. M. Bender, S. F. Brandt, J.-H. Chen, and Q. Wang,Phys. Rev. D 71, 025014 (2005).6. C. M. Bender, D. C. Brody, and H. F. Jones, Phys.Rev. Lett. 89, 270401 (2002); C. M. Bender, Rep. Prog.Phys. 70, 947 (2007).7. S. S. Shweber, An Introdution to Relativisti Quan-tum Field Theory, Row, Peterson and Co., Evanston(1961), Ch. 12.8. G. Barton, Introdution to Advaned Field Theory,John Willey & Sons, New York (1963), Ch. 12.9. Í. Í. Áîãîëþáîâ, Ä. Â. Øèðêîâ, Ââåäåíèå â òåîðèþêâàíòîâàííûõ ïîëåé, Íàóêà, Ìîñêâà (1976).10. À. À. Ïîãîðåëîâ, È. Ì. Ñóñëîâ, ÆÝÒÔ 133, 1277(2008).
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